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Avis aux lecteurs

Cette note de cours a servi de support a la seconde partie du module d’introduction & 1’analyse
numérique du DESS Technique et application de la Physique, option modélisation et simulation
numérique de I'université Joseph Fourier de Grenoble.

Il s’agit d’une version préliminaire de ce qui aurait du devenir un polycopié. Il s’appuie
largement sur les ouvrages classiques sur les sujets abordés, CROUZEIX & MIGNOT (1992) ;
DEMAILLY (1996) ; SCHATZMAN (2001) auxquels je renvoie pour la plupart des démonstrations.

Loin d’étre finalisée, cette note comporte encore de nombreuses erreurs de frappe et des
imprécisions. Je serais reconnaissant aux lecteurs qui me feront parvenir leurs remarques pour

ameéliorer cette note.
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4 Chapitre 1. Meilleure approximation et interpolation polynomiale

Notations

On notera £ un espace vectoriel de fonctions muni d’une norme ||.||¢.

On note P,, I'ensemble des polynomes algébriques & une variable de degré < n, et & coefficients
réels. L’ensemble P, est un espace vectoriel de dimension n + 1.

On note C™([a,b]), m > 0 I’ensemble des fonctions m fois continGment différentiables d’un
intervalle [a,b] de IR.

Si f est une fonction définie sur [a,b] C IR & valeurs dans IR, on notera la norme uniforme de

f sur [a,b] de la maniére suivante:

[flloc = sup |f ()]

z€[a,b]

1.1 Introduction

Nous allons nous intéresser & I’approximation d’une fonction numérique d’une variable réelle
par un polynoéme sur un intervalle de IR. Deux types de méthodes peuvent étre employées :
1. Uinterpolation polynomiale de la fonction en des points distincts. Le probléme est le suivant :
Considérons ’espace des polynémes P,,, (n+1) points distincts {xg, z1,...,2,}, “ interpoler
une fonction numérique f dans P,” signifie:

Trouver (existence? unicité?) un élément p,, de P, tel que
Vie0...n, pn(zi)=f(x;) (1.1.1)

2. la meilleure approrimation polynomiale d’une fonction numérique f dans un espace vecto-
riel de fonctions £ tel que P, C &, revient & chercher un élément de P,, noté p,,, “proche”

de f, c’est a dire:
f— = inf — 1.1.2
[ pnlle qlePn If —dqlle ( )

En réalité, 'interpolation constitue une méthode d’approximation particuliére, plus intuitive
mais souvent moins performante. Dans ce chapitre, nous allons mettre ’accent sur 'interpolation
de Lagrange (§ 1.2), de Hermite (§ 1.3) et l'interpolation par splines (§ 1.4). Dans un deuxiéme
temps, nous allons présenter les techniques de meilleure approximation polynomiale (§ 1.5 et

§1.6).



1.2. Interpolation de Lagrange 5

1.2 Interpolation de Lagrange

1.2.1 Principes

Considérons un intervalle [a, b], fermé et borné de IR, une fonction numeérique réelle, f définie

sur [a,b]. On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1 Soit un ensemble de (n + 1) points distincts de [a,b] noté {xg, x1,...,2,}, il

existe un unique polynéme p,, € P, tel que:

Vie {0,1,...,n}, pn(zi) = fay) (1.2.1)
|

Proposition 1.2.1 Le polynéme p,, répondant & la condition (1.2.1), s’exprime:
n
o) = flai)Li(x), (1.2.2)
i=0

ou l'on a posé

n

Liw) = ] ==X (1.2.3)

J——
i=04#i "

Preuve : Pour montrer que le polynéme p,, défini par (1.2.2) vérifie les conditions (1.2.1), il suffit

de constater que
Li(.%'j) = 52‘j (1.2.4)

oil &;; est le symbole de Kronecker®. I résulte directement de (1.2.2) que p,, vérifie (1.2.1). De
plus, les polyndémes L; appartiennent a P,, donc p,, appartient a P,.

Supposons qu’il existe maintenant une autre polynéme p, vérifiant (1.2.1). Posons ¢, =
Dn — Pn ; O0 peut remarquer que ¢, € P, et que ¢,(x;) = 0. Le polynoéme ¢, est de degré < n et
posséde n + 1 racines distinctes, donc le polyndéme suivant

n

i1 = | [ (2 — ) (1.2.5)
j=0
qui est un polyndéme de degré n + 1 divise ¢, ; ceci n’est possible que si ¢, = 0, d’ol P, = pn.
O

Définition 1.2.1 Le polynéme p,, s’appelle le polynéme d’interpolation de Lagrange de la fonc-
tion f relativement aux points {z;}i=o.. n.
Les fonctions L;(x) s’appellent les polynémes de base de Lagrange associés aux points {z; }i—o,... n-
O

1.6ijzosii;éjetéijzlsii:j.
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Remarques. On peut considérer le probléme suivant qui est le probléme général d’interpolation
de Lagrange:

Etant donné n+ 1 point distincts {xi}iz0,...n, et n+1 valeurs {y; }i=o, .. n, déterminer p, € P,
tel que:

Vie {0,1,...,n}, pn(xi) = y; (1.2.6)

La démonstration du théoréme (1.2.1) donne ’existence et ['unicité d’une solution & ce pro-
bléme général d’interpolation de Lagrange. Il est intéressant de remarquer que le systéme (1.2.6)
est en fait un systéme linéaire de (n + 1) équations a (n + 1) inconnues.

Posons p,(z) = ag + a1z + -+ + a,z™, a = lag,...,an)" et y = [yo,...,yn|’. Le systéme
d’équations (1.2.6) revient & écrire:

Va=y (1.2.7)

avec la matrice carrée d’ordre (n + 1) V = (v;;), composée des éléments v;; = (z;)7. La matrice
V n’est autre que la matrice de Vandermonde dont l’existence et 1'unicité des solutions de (1.2.7)
prouve qu’elle est inversible pour x; # x;,Vi # j.

Nous verrons au paragraphe 1.2.3 qu’il existe des techniques plus efficaces pour résoudre le
probléme d’interpolation de Lagrange que la résolution du systéme linéaire (1.2.7) le plus souvent

mal conditionné.

1.2.2 Majoration de P’erreur d’interpolation de Lagrange

Théoréme 1.2.2 On suppose que f est n+ 1 fois dérivable sur [a, b]. Alors Vz € [a, b], il existe
un point &, €jmin(x,x;), max(z,z;)] tel que
1

f(z) = pu(z) = mﬂnﬂ(%)f(nﬂ)(ﬁm) (1.2.8)

ou f("+1) désigne la dérivée d’ordre (n + 1) de f.
0

Preuve : La preuve est basée sur 'application du Théoréme de Rolle sur la fonction f(z) —
pn(z) et sur ces dérivées. On renvoie, pour plus de détails aux ouvrages suivants: (DEMAILLY,
1996),(CrOUZEIX & MIGNOT, 1992)

0

1.2.3 Techniques de construction du polynéme d’interpolation de Lagrange

L’évaluation du polynome de Lagrange peut se faire au moyen de son expression dans la base
de Lagrange (1.2.2) ou par la résolution du systéme linéaire (1.2.7). Dans la pratique numérique,
ces deux méthodes sont peu efficaces. L’objet de ce paragraphe est de donner une technique de
construction du polynéme de Lagrange basée sur la forme de Newton du polynéme d’interpolation

de Lagrange.
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Forme de Newton du polynéme d’interpolation de Lagrange On se donne une fonction
numérique f définie sur [a,b] et {x;};—0.n (n + 1) points distincts de cet intervalle.

On note py le polynéme d’interpolation de Lagrange de f relativement aux (k + 1) points
To, L1y, Tk, k=0,...,n.

Essayons de construire le polynoéme p,, a partir de polynémes pi. Nous avons tout d’abord:

po(z) = f(xo) = a0 (1.2.9)

Pour k£ > 1, le polynéme p; — pr_1 s’annule aux points zg,x1,...,T_1; il est donc de la
forme:

pr(x) —pr_1(x) = ag(z — xo)(x — 1) - (x — TR_1) (1.2.10)

Remarquons au passage que oy, est le coefficient de z* dans py.

Définition 1.2.2 Le polynome d’interpolation de Lagrange p,, relatif aux (n+1) points, {x; }i=o...n,

s’écrit donc:

n
pn(x) = ap + Zak(m —xzo)(x —x1) - (x —xp_1) (1.2.11)
k=1
qui est appelé la forme de Newton du polynéme d’interpolation p,.

Les polynomes suivants:
Ni(z) = (. —xo)(x — 1) - (x — T)—1) (1.2.12)

sont appelés les polyndmes de base de Newton.
O

Méthode des différences divisées L’expression du polynéme dans la base de Newton (1.2.11)
raméne le calcul par récurrence de p, a I’évaluation des ay. Cette remarque est a la base de la
méthode des différences divisées

Introduisons une notation qui permet de généraliser l’expression des «j. Considérons les
points, x;,--- ,z; et le polynéme d’interpolation de degré k — [ relatifs a ces points. Notons,
désormais, d,, .., le coefficient de ce polynome en zF=!. On retrouve, naturellement, que oy =

o

L0y, The] "

Proposition 1.2.2

5 s
Vk > 1, 5[:):1,-..,:1:1@} =z (21,02 1]

1.2.1
p—— (1.2.13)

et

Oz = f(4) (1.2.14)
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Preuve : Considérons la formule pour [ = 0,

5x e @ _530 yeorsTho—
TR 21, By ) = e (1.2.15)

Notons pour k > 1, p;_; le polynéme de degré k — 1 d’interpolation de f aux points
x1,To,- -, xp. Le coefficient de zF~1 est, par définition, oz, , x]. Considérons le polynéme
de degré k défini par

(x — 20)pr—1 — (¥ — Tp)Pr—1
T — X0

qr(x) = (1.2.16)

coincide avec f aux points zg,z1, - ,Zk et donc gx = pg. On obtient la formule (1.2.13) en

identifiant dés lors les termes en x; dans ’équation (1.2.16). La formule générale (1.2.15) se

déduite de la méme maniére en considérant le polyndéme d’interpolation de xj,- - - , x-
O
Définition 1.2.3 La quantité o, . ., est appelée différence divisée de f aux points zo, 21, ..., T-
O

Algorithme La donnée des J|,,) est immédiate grace & la formule (1.2.14). On calcule ensuite
de “proche en proche” les différentes quantités dj, ., grace a la formule (1.2.13). L’algorithme

est illustré sur la figure 1.1.

Remarque 1 Cet algorithme est aussi particuliérement efficace lorsqu’on ajoute un point d’in-
terpolation supplémentaire. On remarque en effet qu’il suffit d’ajouter une nouvelle valeur de

d[;,; dans la colonne de gauche et de recalculer les différentes différences divisées.

Remarque 2 Afin de mieux comprendre le fonctionnement de cet algorithme, on peut essayer
de donner le systéme linéaire & résoudre pour l'interpolation dans le base de Newton.
En appliquant la forme de Newton du polynéme pour tous les points d’interpolation z;, on

obtient le systéme suivant :

10 0 o 0 o f(xo)

1 (21 — z0) 0 - 0 o f(x1)

1 (z2 —mo)(72 — 71) (22 —71) 0 az | _ f(x2) (1.2.17)
|1 (zp—x0)... (xp— 1) - v (g —xp—1) | | o | | f(zy) |

La matrice de ce systéme linéaire est triangulaire inférieure. Elle est inversible si tous les z;
sont distincts; il suffit pour s’en convaincre d’envisager le déterminant de cette matrice. Si on
résout ce systéme en effectuant une descente sur les ; on peut voir apparaitre 1’algorithme de

Newton.
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g
\\\\\\\\qmm
Opxy] / \\6[x0,x1,X2]
\\\\\\\ﬁmm///////’ x0,0,x2,75]
Olxy] / \[xl,,xQ,X3]
\\ Olxa 3] /
Olxs) / :

FiG. 1.1 — Méthode des différences divisés — Algorithme de Newton

1.2.4 Stabilité et convergence de ’approximation de Lagrange

Deux questions importantes peuvent étre posées concernant l’interpolation de Lagrange:

1. La convergence uniforme (globale) de 'interpolation de Lagrange lorsque que le nombre de

points d’interpolation tend vers l'infini :

m || f = pnllec?
n—-400

2. La stabilité de 'interpolation de Lagrange, c’est & dire, 'influence sur p,, des erreurs sur

les valeurs f(z;).

Introduisons l'opérateur d’interpolation de Lagrange:

L, :C([a,b]) — Py
f—
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Considérons des valeurs approchées de f(z;) notées f;, on a

po(z) = Y flzi)Li(x) (1.2.20)
=0

n
pu(@) = Y fiLi(x) (1.2.21)
i=0
n
pu(@) = Pulx) = Y (f(z:) - fi)Li(x) (1.2.22)
i=0
et donc
n
o) = (o) < D L:t0)] g 105) = i (1223
1=
Définition 1.2.4 Le nombre réel,
n
An =11 ILi(@) oo (1.2.24)
i=0
s’appelle la constante de Lebesgue associée aux points {xz;}i—o . » et intervalle [a,b].
U
On peut montrer que
L
A, = max [2n(9)lloo (1.2.25)
secO(at)  ||9lloo
g#0

ce qui représente la norme de 'opérateur d’interpolation L,,.

Proposition 1.2.3 La stabilité de l'interpolation de Lagrange est donnée par la formule sui-

vante:
[Pa(z) = Pn(2)] < A max |f(a;) — fil (1.2.26)

La constante de Lebesgue s’interpréte donc comme le coefficient d’amplification des erreurs dans

le procédé d’interpolation.

Preuve : Immeédiate a partir de (1.2.23) et de la définition 1.2.4.
U

La constante de Lebesgue est également liée & 1’erreur d’interpolation comme le montre le

théoréme suivant :

Théoréme 1.2.3 Vf € C°([a,b]), on a

1f = Palloo < (1 + An)En(f) (1.2.27)
avec E,(f)=d(f,P,) = qie%fn Ilf — qlloo (1.2.28)
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Preuve : Vg € P,, on a
f=pn=f—q+a—pu=f—q+Lo(g—pn)=f—q+Lnlqg—f) (1.2.29)
d’ou
If = pnlls < N1f = dlloo + 1 Ln(f — @)llec < [If — alloo(1 + Ay) (1.2.30)

En prenant la borne inférieure de || f — ¢||cc pour g € P, on obtient le résultat.
U

Définition 1.2.5 La valeur E,(f) est appelée degré d’approzimation de la fonction f par les
polynomes de P, au sens de la convergence uniforme.
O

Examinons de plus prés les différents termes de la majoration (1.2.27). La constante de
Lebesgue ne dépend que du choix des points {z; }o<i<n dans [a,b] tandis que le degré d’approxi-
mation, E,(f) ne dépend que de f.

Afin de minimiser I’erreur d’interpolation pour une nombre de points fixé, nous avons intéret
a choisir les points {z;}o<i<n qui minimise la constante de Lebesgue. Nous avons toutefois le

résultat suivant :

Proposition 1.2.4 Si I'on note A, la valeur inférieure de A,, pour tous les choix possibles de

points {z; }o<i<n dans [a, )], on a

A, ~ Zln(n) (1.2.31)

Il est bon de remarquer que ce résultat a pour conséquence que

lim A, = +oo, (1.2.32)

n—-4o0o

ce qui a pour conséquence qu'il existera toujours une fonction continue tel que L, (f) ne converge
pas uniformément vers f quand n — +oo. En d’autres termes, aucune garantie ne peut étre

donnée sur la convergence de 'interpolation de Lagrange méme pour des fonctions continues.

Phénoméne de Runge On donne dans ce paragraphe un exemple classique de fonction analy-
tique pour laquelle 'interpolation de Lagrange ne converge pas. Ce phénoméne est communément
appelé le phénoméne de Runge.

Considérons la fonction:
= 55—,z €[-11] (1.2.33)
«

ol o > 0 est un parametre.
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On illustre sur la figure 1.2 le résultat de 'interpolation de Lagrange pour a = 0.45 et n+ 1

points équidistants :

(b—a)

r;=a+ i (1.2.34)

On constate que plus le nombre de points augmente plus le polynéme d’interpolation oscille.

10 . , . | |
Ja(z),a =045

n=95 """
n=10 -
n =20
n=30 -~

8_

6_

4_

2_

0_

| | | | |

Fic. 1.2 — Phénoméne de Runge

L’interpolation ne converge visiblmement pas. Une étude plus fine peut montrer que suivant la

valeur affectée & « 'interpolation peut converger ou non.

1.2.5 Interpolation aux points de Chebyshev

D’une maniére générale, il ne faut pas s’attendre a ce que l'interpolation de Lagrange converge.
Cependant, il est possible d’améliorer son comportement en choisissant les points d’interpolation

(quand cela est possible!) de fagon & minimiser la constante de Lebesgue.
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Par exemple, pour des points d’interpolation équidistants, le constante de Lebesgue est esti-
mée a:

2n+1

A (1.2.35)

" nﬂfioo enln(n) ’

ce qui est loin d’étre optimum par rapport a 'estimation (1.2.31).

On peut caractériser les points qui donne & la constante de Lebesgue sa valeur minimale A,,
mais le calcul est trop compliqué pour étre efficace numériquement.

Une solution consiste a choisir pour points d’interpolation les zéros des polynémes de Che-

byshev de degré (n + 1), appelés communément les points de Chebyshev, soit :

L _ @ +b b—a cos ((21 + )7

- + o + 2

i > 5 >z €{0,...,n} (1.2.36)

Dans ce cas, on a certes A,, > A, mais on conserve la propriété:

A~ i) (1.2.37)

n—+oo T

Un résultat interessant concernant l'interpolation de Lagrange aux points de Chebyshev est
qu’elle converge si f € C!([a,b]) (Résultat de Bernstein). On illustre ce résultat sur la Figure 1.3

en reprenant le précédent exemple.

35

25

15

05 1 - 1 1 1 - 1

Fi1G. 1.3 — Interpolation de Lagrange aux points de Chebyshev
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1.3 Interpolation de Hermite

Principe. L’interpolation de Hermite cherche & faire coincider non seulement f et p, aux
points x; mais aussi leurs dérivées jusqu’a ’ordre «;. On supposera donc que f est suffisamment

dérivable.

Théoréme 1.3.1 Etant donnés {x;}i—g._, (k+ 1) points distincts de [a, b] et {a;}i—o.x (k+1)
entiers naturels, on pose n =k 4+ ag + -+ + -
Etant donnée une fonction numérique f définie sur [a,b] admettant des dérivées d’ordre a;

aux points x;, il existe un unique polynéme p,, € P, tel que
V(i,01),0 <i<k,0<I<a;, pPx)=fO), (1.3.1)
ot f®(z;) désigne la dérivée d’ordre I de la fonction f au point ;.

O

Preuve : Les équations (1.3.1) forment un systéme linéaire de (n 4 1) équations & (n + 1) incon-
nues. Pour prouver le théoréme 1.3.1, il suffit de considérer le systéme linéaire homogéne associé

et de montrer qu’il n’a que le vecteur nul pour solution, c’est a dire que

Pn € Pu,¥(i,0),0 <i < k,0< 1<y, pl(z) =0, (1.3.2)
entraine que p, = 0.
Les équations (1.3.2) entraine que, pour ¢ € {0,...,k}, le point x; est une racine d’ordre

«a; + 1 de p,. Le polynéme p,, peut donc s’écrire:
k

pn = q(@) [ [ (& = z)**, (1.3.3)

i=0
ou ¢ est un polyndme. Comme Zf:o(ai +1) =n+1 et le degré de p, est inférieur ou égale a n,
nécessairement ¢ = 0, donc p, = 0.
0

Définition 1.3.1 Le polynéme p, ainsi défini s’appelle le polynéme d’interpolation de Hermite
associé aux points {xz;};—. x et aux entiers {«;}i—o. k-
O

Définition 1.3.2 On appelle polyndémes de base de Hermite relatifs aux points {x;};—o. et aux

entiers {«;};—o.. x les polynémes appartenant P,, définis de la maniére suivante:

. ‘ pi(x;) =1
V(i,1),0 <i<k,0<I<aq, (1.3.4)

O

A partir de ces polynomes, le polynéme d’interpolation de Hermite s’écrit

ko
pa(@) =D > fO(@i)pa(x) (1.3.5)

1=0 1=0
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Construction des polynémes de base de Hermite Posons

gi(z) = ﬁ <x_ﬂ”ﬂ'>aﬁl, (1.3.6)

P
j=0g#i

on vérifie que les polynoémes de base sont alors définis par les relations de récurrence suivantes:

x —x;)™
pour o, Pia,;(z) = %ql(m) (1.3.7)

et ?
(x — a:i)l X

pour l =q; —1,...,1,0, pu(z)= Tq,(m) - Z Céqﬁj_l)(xi)pij(x) (1.3.8)
’ j=l+1

Remarques L’interpolation de Lagrange est un cas particulier de 'interpolation de Hermite
pour k=0et a;=0,i=1,...,k
Majoration de I’erreur d’interpolation
Théoréme 1.3.2 On suppose que f € C""!([a,b]), alors

Va € [a,b], 3, €]min(z, x;), max(x,x;)| (1.3.9)
tel que f(z) — pp(x) = ﬁwnﬂ(x)f(”“)({x) (1.3.10)

ol l'on a posé

k
M1 = | [ (2 — 2;)% " (1.3.11)

7=0
U

Preuve : Voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).
U
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1.4 Interpolation par fonctions splines

Les inconvénients de 'interpolation de Lagrange sont les suivants:

— manque de convergence de 'interpolation lorsque ’on augmente le nombre de point, ce qui
se traduit le plus souvent par de fortes oscillations du polynéme d’interpolation,

— Dapproximation n’est pas dérivable si ’on effectue une interpolation par morceaux.

Pour palier & ces deux inconvénients, nous allons maintenant décrire une interpolation de
Hermite par morceaux bien particuliére. C’est l'interpolation par fonctions splines.

On se bornera & la présentation des splines cubiques; pour plus de détails, on se reportera a
(SCHATZMAN, 2001) et (QUARTERONI, 2000).

1.4.1 Principes

On se donne une nouvelle fois un ensemble de n + 1 points distincts d’un intervalle [a,b] C R
et une fonction f : [a,b] — IR. On note f(x;) = y;.

Le principe de l'interpolation par splines est simple. L’idée est d’utiliser une interpolation
par morceaux sur chaque subdivision [z;,x;1] et de forcer le raccord des dérivées aux points ;.

Plus précisément, donnons la définition suivante :

Définition 1.4.1 Une fonction o est appelée une spline d’interpolation relative aux points
{24,0 < i < n} sielle vérifie:

1. o est de classe C! sur [a, b], donc
o(xf)=0o'(z;),Vi={1,...,n—1}, (1.4.1)

2. o est de classe C*™ sur [z, zi+1],Vi ={0,...,n — 1},

3. o coincide avec f aux points x; soit
Vi=A{0,...,n}, o(x;) =y (1.4.2)

O

Remarque On peut étendre cette définition en supposant que o est de classe C* sur [a,b]. On
dit alors que o est une spline d’ordre k. Cette définition ne détermine pas de maniére unique
une fonction spline pour la donnée des couples {(x;,y;)}. Pour cela, il faut ajouter une condition

supplémentaire. Cette condition est la suivante:

Définition 1.4.2 On dit qu’une spline o associée aux points {(z;,y;)} a des oscillations qui sont

minimales si

b
/ o”(t)? dt est minimale. (1.4.3)
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Remarque Le terme “spline” signifie “latte” en anglais. Une latte de bois souple était en effet

utilisée par les dessinateurs industriels pour tracer des courbes dérivables passant par des points

donnés (le dessin des congés par exemple). La quantité intégrée dans (1.4.3) peut étre vue comme

I’énergie élastique de flexion de la latte.

1.4.2 Caractérisation des splines cubiques

Le théoréme suivant permet de caractériser une spline particuliére :

Théoréme 1.4.1 Il existe une unique spline d’interpolation dont les oscillations sont minimales.

Cette spline vérifie:

1. la restriction de o & [z;,x;41] est un polynéme de degré < 3, Vi ={0,...,n — 1},

2. o(z0) = yo,0(2n) = Yn,

3. oz ) =o(x;) =y, Vi={1,...,n— 1},

4. o'(zf) =o' (x7),Vi={1,...,n — 1},

5 ) = My, 0" (z,) = My, (My, M,,) € IR? choisis arbitrairement,
6 ) =o"(x;),Vi={1,...,n—1}.

Preuve : Voir (SCHATZMAN, 2001).

Cette spline d’interpolation est communément appelée “spline cubique”.

1.4.3 Construction d’une spline d’interpolation

Posons M; = ¢”(x;). Sachant que o € Ps3, on a ¢” € Py, et donc la formule d’interpolation

de Lagrange nous donne:

Le pas de la subdivision d’interpolation sera noté h; = x;4+1 — ;.

En intégrant deux fois sur l'intervalle [x;, z;11], on obtient:

(& —2;)° 5
6h;

(90 - $i+1)3

o(x) oh:

+ M

(1.4.4)

(1.4.5)

oit C; et C; sont deux constantes d’intégration determinées par o(z;) = y; et o(xit1) = Yit1,

soit :
3 2
A T — X4 h;
C; = Z/i+Mz‘$=yz—Mi(é)
o —w h
C, = M—_Z(MiJrl—Mi)

(1.4.6)

(1.4.7)
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Sur lintervalle [z;,x;11], la spline est alors donnée par :

1 (zip1 — x)(x — z)(x — 2wi41 + x;)

pu— —_— M'
o(z) G y ’
(@i~ 2)(a =)@ = 2t wi)
6 i+1
6 h;
Yirl — Yi n YiZit1l — TilYit1
et ses dérivées aux bords de I’intervalle:
1 1 L
1 1 s
OJ(SEZ'JFI) = Tz i(xiJrl - 37@) + _Mi+1($i+1 - -Tz) + M
Le raccord des dérivées premiéres au point x; impose:
1 ) 1(h-)+lM< (h< )+1M-(h<+h< ):yi—i-l_yi Y~ Y
6 i+ () 6 1—1\/ti—1 3 AU i—1 hl hi_l

Pour simplifier, on suppose que le pas de la subdivision est constant, c’est a dire

b—

a

h=wxit1 —;

i ={0,...

,TL—].}

(1.4.8)

(1.4.9)

(1.4.10)

(1.4.11)

(1.4.12)

Le systéme d’équations (1.4.11) est alors équivalent au systéme tridiagonale suivant :

[ 2/3 1/6 oMy ]
1/6 2/3 1/6 (0) My
1/6
s
(0) 1/6
i 1/6 2/3 | L Ma-1 |

Y2 — 2y1 + Yo + Moh?
ys — 2y2 + 11

Yn—1— 2Yn—2 + Yn—3

| Yn — 2Yn—1+ Yn—2+ Mnh2 i

(1.4.13)

Méthode de construction La méthode de calcul des splines cubiques revient donc & écrire ce

systéme tridiagonale, & le résoudre et & réinjecter les valeurs trouvées pour M; dans ’expression

de la spline donnée par ’équation (1.4.8).

Remarque Une seconde méthode de construction des splines peut étre utilisée en considérant

une base de ’ensemble de fonctions splines définies par le théoréme 1.4.1. On considére pour cela

n + 3 fonctions de base ¢; de support [a, b] définies de la maniére suivante:

pi(zj) = dij,  $i(wo) = @i(zn)=0,
ent1(zj) =0,  @pia(z;) =0,
(P;Hl(mo) =1, 80;1+1(35n) =0,
Pria(®0) =0, ppp(an) =1

Vi, j = {0,...
vj = {0, ...

;n}
;n}
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La spline cubique est alors donnée par la formule suivante :
/ /
o(x) =Y kyii(r) + yoeni1(x) + Yppnia() (1.4.18)
i=0
ou y;, y,, sont deux valeurs données.

1.4.4 Un résultat de convergence pour les splines cubiques

Théoréme 1.4.2 Soit une fonction f € C*([a,b]), on note h = max; h; et 3 = h/min; h;. Soit

o la spline cubique interpolant f; alors

1F =00 > CR Do, 7=0,...,3 (1.4.19)

avec
Co=15/384, Cy=1/24, Cy=3/8, Cs3=(B+p")/2 (1.4.20)
U

Preuve : Nous renvoyons & (SCHUMAKER, 1981).
O

Ce théoréme permet de conclure que o et ses dérivées premiére et seconde convergent unifor-

mément vers f et ses dérivées quand h tend vers 0.
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1.5 Existence d’un polynéme de meilleure approximation.

Comme on I’a dit dans I'introduction de ce chapitre, une autre méthode pour faire I’approxi-
mation d’une fonction numérique consiste a chercher un polynoéme “proche” de la fonction au
sens d’une norme donnée. Dans ce type de méthode, on relaxe la condition de faire coincider
le polynéme et la fonction en un nombre de points donnés au profit d’'une minimisation de la

distance entre le graphe du polynéme et de la fonction.

1.5.1 Cas général

Plagons nous dans ce paragraphe dans un cadre relativement général. On considére un espace
vectoriel £ de fonction définies sur un sous ensemble de IR, muni d’un norme ||.||¢. On suppose,
de plus, que P, C &-

On a le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 1.5.1 Pour toute fonction f € £, il existe au moins un polynome p,, € P, tel que
I f = palle = inf ||f —qlle (1.5.1)
q€Pn
O

Preuve : voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).
U

Définition 1.5.1 Un polynéme p,, vérifiant (1.5.1) est appelé polyndéme de meilleure approzi-
mation de f dans £ par un polyndéme de degré n.
O

1.5.2 Exemple classiques d’espace de fonction £

Meilleure approximation £? 1 <p < oo,
Dans ce cas, 'espace de fonction € choisi est ’ensemble £P(a,b) des fonctions mesurables f

sur (a,b) telles que:

b 1/p
o = ([ 17 ac) " <oo pourp2oc (152)
Ifllze@ = sgp ess.|f(x)] < o0 (1.5.3)

Théoréme 1.5.2 Pour p < +o0 et [a, b] un intervalle fermé borné de IR, la suite p,, de polynéme

de meilleure approximation converge vers f soit ,
Vp,1<p<+oo, lim |f—ppller =0 (1.5.4)
n—-—+00

Preuve : Ceci est une conséquence du théoréme de Weierstrass. La condition sur I'intervalle [a, b]
est essentielle. Pour plus de détails, voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).
0
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Ce théoréme permet de montrer qu’en augmentant le degré du polynéme, on est assuré de la
convergence uniforme du procédé d’approximation.
Signalons tout de méme que 1’unicité n’est pas toujours garantie. Considérons les exemples

suivants :

1. Soit & = £!(—1,1), on considére la fonction définie par:

r)=1, x>0
f(x) (1.5.5)
flz)y=-1, =<0
On vérifie facilement que f € £1(—1,1) et que Yo € [—1,1], po(z) = « est un polynéme de
meilleure approximation de f dans £'(—1,1) de degré 0 et que ||f — pollzi—1,1) = 2. Cet
exemple est illustré a la figure 1.4(a).

2. Soit & = L>(—1,1), considérons une nouvelle fois la fonction f définie par (1.5.5). Le
polynome p;(x) = ax,Va € [0, 2] réalise la meilleure approximation de f dans £°(—1,1) de

degré 1. Notons de plus que || f —pol|zoc(=1,1) = 1. Cet exemple est illustré a la figure 1.4(b).

(a) Cas £'(—1,1) (b) Cas L>(—1,1)

Fi1G. 1.4 — Contre-exemple a 'unicité de la meilleure approximation

Pour p = 1, on obtient un cas particulier trés intéressant dans la pratique. On le connait
mieux sous le nom de meilleure approximation au sens de moindres carrés. Nous reviendrons en

détail sur ce cas au § 1.6.
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Meilleure approximation uniforme (au sens de Chebyshev) & = C°([a,b]) muni de ||.||oo
La meilleure approximation uniforme, dite aussi au sens de Chebyshev est réalisée en choi-
sissant pour ’espace de fonction £ ’ensemble de fonctions continues sur un intervalle [a, b], soit
C°([a,b]) muni de la norme de la convergence uniforme ||.||oo.
Nous n’entrerons pas dans le détail de ce type d’approximation. Donnons simplement les

résultat suivants:

Théoréme 1.5.3 Pour tout f € C°%([a,b]), il existe un unique polynéme g, € P, qui réalise le

minimum de distance suivant :
1 = anlloc = d(f, Pn) = d(£,Pn) = inf [If = qlloo (1.5.6)
Si de plus [a, b] est un intervalle borné de IR alors

i f ~ palloe =0 (15,7

1.6 Meilleure approximation polynomiale au sens des moindres

carrés

1.6.1 Cas hilbertien. Polynémes orthogonaux

Dans ce paragraphe, nous nous plagons dans le cadre général ol £ est un espace de Hilbert
de fonctions définies sur un sous-ensemble de IR qui inclus P,.

Rappels — Espace de Hilbert Un espace de Hilbert est un espace vectoriel normé complet
dont la norme ||.|| est déduite d’un produit scalaire (.,.) de la maniére suivante:

Il =+ (. ) (1.6.1)

On rappelle quune norme sur un espace vectoriel £ est une application ||.|| : £ — IR qui

vérifie les trois propriétés suivantes:

(N1) [Jzf| = 0& [z =0 <z =0

(N2) Azl = Pl

(N3) ||z +yll > ||z|| + ||lyll (inégalité du triangle)

Un produit scalaire est une application (.,.) : &€ x £ — IR qui vérifie:
(PS1) (x,x) > 0& (x,z) =0 < x = 0 (définie positive)
(PS2) (z,y) = (y,x) (symétrique)
(PS3) (\xy + pxa,y) = MN{x1,y) + p(ze,y) (linéaire)



1.6. Meilleure approximation polynomiale au sens des moindres carrés 23

Polyn6mes orthogonaux

Théoréme 1.6.1 Il existe une suite de polynémes pg, p1,...,p, €t une seule vérifiant :

le degré de p, =n
pn est monique (i.e, le coefficient de ™ est 1) (1.6.2)
Vg € Pp1, (g:pn) =0

0

Preuve : La preuve de I'existence est basée sur le procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt
sur la base canonique des polynémes, 1, 7,22, ..., 2" Pour plus de détails voir (CROUZEIX &
MiGNOT, 1992).

O

Considérons les polynomes :

A DPn
DPn =
[[pn

(1.6.3)

Les polynomes {p,,} forment une base orthonormée de 1’espace de polynémes.

Définition 1.6.1 Les polynémes {p,}, ({pn}) s’appellent les polynémes orthogonaux (respecti-
vement orthonormaux) pour le produit scalaire (., .).
U

Approximation dans une base de polynémes orthogonaux L’intérét des polyndmes

orthogonaux dans les espaces de Hilbert réside dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.6.2 Il existe un unique polynéme ¢, € P, tel que:

— gyl = inf — 1.64
If = anll = inf 1] —d (1.6.4)
Ce polynéme est donné par

gnlT) = Di\T 1.6.5
@)= @ (1.6.5)

et c’est I'unique polynéme tel que:
Vg € Py (a:qn) = (f,q) (1.6.6)
O

Preuve : voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).
U

Ce théoréme donne 'unicité du polyndéme de meilleure approximation et sa construction par

projection sur la base de polynémes orthogonaux.
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1.6.2 Approximation continue au sens de moindres carrés.

Espace de fonction £2 Choisissons maintenant pour espace de fonction, I’ensemble de fonc-

tion de carrés mesurables, c’est & dire:

b 1/2
ﬁzamdwewmmwz(/kmm%m) < o0} (1.6.7)

Pour plus de généralité, on ajoute une fonction poids dans l'intégration w(x) dans l'intégration :

b 1/2
L2 = {f tel que £l 22(ap) = </ |f () Pw(z) dm) < oo} (1.6.8)

On munit Pespace L2 d’un produit scalaire:

b
mmzijWWMMx (1.6.9)

L'espace L2 est un espace de Hilbert ot I’on peut construire une base de polynémes ortho-

gonaux. Cette construction est basée sur le théoréme suivant :

Théoréme 1.6.3 Pour £ = L2, la suite de polynémes orthogonaux vérifie les équations de

récurrence suivantes:

prn(x) = (2 — A\p)pn—1(2) — pnpp—2(x) (1.6.10)
avec
2
pn—2ll pn—1l
O

Terminons enfin par un résultat qui nous permet de conclure sur la convergence uniforme des

polynémes d’approximation vers la fonction f:

Théoréme 1.6.4 Si [a,b] est un intervalle borné, si g, est le polynéme de meilleure approxima-

tion au sens de moindres carrés de degré n alors

lm ||f —qul =0 (1.6.12)
n—-+o0o

O

Exemples classiques de polynémes orthogonaux.
1. [a,b] = [-1,1),w(z) = (1—2)*(1+z)% avec a > —1 et 3 > —1. Les polynémes orthogonaux
pn, s’appellent les polyndmes de Jacobi . On a les cas particuliers suivants:

(a) a = =0, les polynémes s’appellent les polynémes de Legendre.
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(b) @ = B = —1/2, les polynémes s’appellent les polyndémes de Chebyshev de premiére
espéce.

(¢c) o= =1/2, les polynomes s’appellent les polynémes de Chebyshev de seconde espéce.

2. [a,b] = [0, 400],w(x) = exp(—x). Les polynémes orthogonaux p,, s’appellent les polynémes
de Laguerre .
3. [a,b] = [~o0, +o0],w(z) = exp(—2?). Les polynémes orthogonaux p,, s’appellent les poly-

noémes de Hermite .

1.6.3 Approximation discréte — Méthodes des moindres carrés.

Lorsque la fonction f est donnée par un ensemble y; = f(x;) de (n+1) valeurs ou lorsqu’on
on donne simplement un “nuage de points” y;, x;, on ne peut calculer une norme continue entre
un polynéme d’approximation et ces points. On préfére alors réaliser une approximation discréte
des points aux moyens d’une méthode aux moindre carrés.

Le principe est toujours fonder sur une minimisation d’une distance entre ce nuage de points
et un polyndéme p, de degré p.

Le produit scalaire se définit entre deux vecteurs x et y dans un cas plus général, si I’on

affecte des poids w; aux différents points:
n
(y,x) =Y wiyimi (1.6.13)
i=0

La méthode des moindres carrés peut étre vue comme une projection orthogonale ou alors
comme une minimisation d’une distance, ce qui est bien sur équivalent des que 1’on dispose d’un
produit scalaire. Choisissons de la présenter sous une approche de minimisation. Considérons la

norme i minimiser entre les points et le polynome:
n
2
S(ag,aty...,ap) = Zwi [yi — (ap + a1 + ... + apal)] (1.6.14)
i=0

Le minimum de cette norme est atteint lorsque les gradients de S par rapport & aj s’annule,
soit :
oS

n
— :04:22% lyi — (ao + ar1z; + ... +apa?)] (—2F) =0, k€0,....p (1.6.15)
Da i=0

soit

n
[Zwle ao + ar+ ...+
=0

Zwixiok‘Lp] ap = [Z wlyle] , ke€0,...(n6.16)
=0 1=0

n
Z s
i=0
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On obtient dons un systéme de p équations & p inconnues suivant :

2

D i Wi

L Z?:o wix’i’

n n

i=0 Wi Zizo Wi T;
n .2

> i Wi

n 2k
D i Wi

n P
Zi:() Wwix;
n .ptl
Zi:() Wi,

ao

ai

Z?:o Wil
Z?:o WiliT;

D ico Wiyt |

6.17)
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2.1 Introduction

Considérons un intervalle [a,b] de IR, une fonction f € C°([a,b]) et une fonction de poids
w(z) > 0 telles que:

fwe L a,b). (2.1.1)

Le but des méthodes d’intégration numérique est d’approcher l'intégrale suivante:

b
/ f(x)w(z) de, (2.1.2)

par une “formule de quadrature” de la forme:
Z Xif (z;), avec \;, x; réels. (2.1.3)

Les points z; seront appelés les points d’intégration et les coefficients \; les poids d’intégration
associés a ces points.
Nous considérerons principalement deux classes de méthodes d’intégration numérique:
1. les méthodes d’intégration composées lorsque [a, b] est borné et w(x) = 1:
L’intervalle d’intégration [a, b] est alors subdivisé en k sous-intervalles [a;, aj+1],i =0, ..., k—
1 et l'on calcule chaque intégrale
Qi1
/ f(x)dex, (2.1.4)
o

en substituant f par un polynéme d’interpolation.

2. les méthodes d’intégration de Gauss pour des poids w(x) > 0 et des intervalles [a, b] parti-
culiers.
On approche f par un polynéme d’interpolation sur l'intervalle [a,b] en des points choisis
de maniére 3 obtenir une formule qui soit exacte pour des polynémes de degré le plus élevé
possible. Les points d’interpolation sont alors les zéros des polyndémes orthogonaux associés
a une fonction de poids particuliére.

Dans tout ce chapitre, on s’attachera avant tout & montrer comment peuvent étre construites
des formules de quadrature. Les questions de convergence des formules d’intégration numérique
ne seront pas envisagées. Seuls quelques résultats seront donnés dans des cas simples. De méme,
il existe de nombreuses méthodes particuliéres d’intégration numérique dédiées a des cas parti-
culiers. On pense par exemple aux fonctions périodiques ou aux intégrales indéfinies. Pour plus
de détails, on renvoie aux ouvrages, (CROUZEIX & MIGNOT, 1992) et (DEMAILLY, 1996).

2.2 Meéthodes d’intégration numérique composées

2.2.1 Principe et exemples usuels

Considérons un intervalle borné [a,b] C IR, nous cherchons & approcher I'intégrale:

/ fla (2.2.1)
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La méthode consiste a décomposer I'intervalle [a,b] en k sous-intervalles [ov;, aiq1]i=0,.. k-1

et & calculer chaque intégrale:
Qg1
/ f(x)dx, (2.2.2)
@

en substituant f par un polynéme d’interpolation.
Nous donnons dans les paragraphes qui suivent des exemples usuels de méthodes d’intégration

numeérique composées.

2.2.1.a Meéthodes des rectangles

On choisit §; € [a;, aj+1]. On remplace f par le polynéme d’interpolation de Lagrange de

degré 0
po(e) = £(6) 2:23)
On a alors
[ @ e~ @ - anse) (2.2.4)
et par suite sur [a,5]: |
-

/ fa (aie1 — ai) F(€1) (2.2.5)

<.
I
o

qui est une somme de Riemann.

Les choix les plus courants pour &; sont :

1. & = oy, on obtient la méthode des rectangles a gauche :

??‘

-1

/ f(z (qiy1 — ) f(o) (2.2.6)

7

I
o

2. & = ayy1, on obtient la méthode des rectangles a droite :

??‘
H

/ flz (az‘ﬂ — ;) f(aq1) (2.2.7)

I\
o

2.2.1.b Meéthode des trapézes

Pour la méthode des trapézes, on choisit le polynéme de Lagrange de degré 1 qui interpole f
en a; et ay1.
Q41 Q41 o —
/ f(x) d:m/ pi(z)de = (H_l%[f(ai)%—f(aiﬂ)] (2.2.8)
(67} (67
soit sur [a, b],

k

b (67 —
[ p@rae = 1) = 32 O )+ o) 229

|
—

~
Il
o
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2.2.1.c Méthode du point milieu

Pour la méthode du point milieu, on choisit le polynéme de Hermite de degré 1 au point

milieu de 'intervalle, soit :

(671 — Q4
Qiy1/2 = (fo pr(aiiye) = flaigaye),  Pilaigye) = faigig2) (2.2.10)

On a alors:

[ @ [T @) e = (i - a0 ) 2.2.11)

2.2.2 Principe général de construction

Posons h; = a;4+1 — o et effectuons le changement de variable linéaire :

v = M‘ (2.2.12)
h;

Si ’on note,

(673 (673 I/hl'
) = fla) = (SR,

: (2.2.13)

I'intégrale de f peut alors s’écrire:
Q41 hz 1
/ f(z)dx = 5/ wi(v)dv (2.2.14)
a; —1
Grace & ce simple changement de variable, on peut se ramener au calcul sur un intervalle fixe
[—1,1].
Sur [—1, 1], on se donne [+ 1 points {7;},—¢,...; et 'on choisit d’approcher ¢ par son polynéme

d’interpolation de Lagrange p, de degré < [ aux points {7;}, soit:
l
p(v) = po(v) = @(r5)L;(v) (2.2.15)
j=0
ou la fonction L; est la fonction de base de Lagrange:

Li(v) = ﬁ (;::’2) (2.2.16)

k=0,k#j

L’intégrale de ¢ sur [—1, 1] est donc approchée par:

1 ! 1
1
/ o(v)dv =2 g o(Tj)w; avec w; = —/ Lj(v)dv (2.2.17)
— 2/,

1 20

En appliquant la formule (2.2.17) & ¢;, on obtient la formule d’intégration pour f:

Q41 l . . h .
/ f(z)dx ~ h; ijf(aij) avec oy = it aH; + T (2.2.18)

i j=0
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On aurait pu traiter directement avec le polynéme d’interpolation de f aux points ;. L'in-
térét de cette écriture est de systématiser le calcul des poids w; et de montrer qu’ils ne dépendent
par de 3.

Si on revient a l’estimation de 'intégrale sur [a, b], on obtient

b k l
a =0 7=0

Définition 2.2.1 La formule (2.2.17) s’appelle une formule de quadrature élémentaire et la

formule (2.2.19) s’appelle une formule de quadrature composée

2.2.3 Théoréme de convergence des méthodes de quadrature composées.

Un résultat de convergence des méthodes de quadrature composées est donné par le théoréme

suivant :

Théoréme 2.2.1 On suppose que la formule de quadrature élémentaire (2.2.17) est fixée et que
Vj e {0,...,l},7; € [-1;1]; alors, pour toute fonction f intégrable au sens de Riemann sur [a, b],

on a

Tii(f) tends vers /bf(a:) dx (2.2.20)

lorsque que la longueur d;, = maxg<;<y h; tend vers 0.

O
Preuve : On a d’aprés (2.2.19)
! k
To(f) = wilk;(f) avec Ly (f) = > hif (o) (2.2.21)
j=0 1=0
Comme oj; € [0, ai11], la quantité I;;(f) est une somme de Riemann et donc
b
lim Ip;(f) :/ f(x)dzx (2.2.22)
6 —0 a
11 suffit enfin de remarquer que Z;ZO wj = 1 pour terminer la preuve.
O

Remarque Les formules d’intégration composées sont exactes pour les polynémes de degré

< l. Nous dirons dans la suite qu’elles sont d’ordre 1.
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Remarque D’une maniére générale, il est impossible de démontrer la convergence des formules
de quadrature élémentaire (2.2.17) lorsque [ tend vers l'infini. Ceci n’est pas étonnant puisque
Iinterpolation de Lagrange ne converge pas forcément vers f en norme uniforme. Ceci justifie
I'intérét des formules de quadrature composées avec des interpolations polynomiales de degré

faible. De plus, elle sont trés intéressantes du point de vue de la mise en ceuvre.

2.2.4 Les méthodes de Newton-Cotes

Dans la pratique, on choisit le plus souvent des points d’interpolations équidistants de la

forme:

2

Les formules de quadrature élémentaire que l'on obtient, s’appellent les formules d’intégration
de Newton-Cotes .

Propriétés Outre qu’elles soient exactes, par construction, pour les polynémes de degré < [,
elles profitent de propriétés supplémentaires. Par raison de symétrie, Vj € {0,...,l},w;, = wj;
il en résulte que si ¢ est une fonction impaire sur [—1,1]. Par conséquence, les formules de

Newton-Cotes sont exactes:
e pour ¢ € P; sil est impair,

e pour ¢ € Pjy; sil est pair.

Exemples usuels
1. [ = 1; on retrouve la méthode des trapézes,

2. 1 = 2; la méthode de Simpson est donnée par wy = we = 1/6,w; = 2/3, soit

[ oty =

3. 1 = 4; la méthode de Boole-Villarceau est donnée par wy = wy = 7/90,w; = w3 =
16/45,wy = 2/15.

[p(1) 4+ 4¢(0) + (1)] (2.2.24)

W[ =

Remarque Les méthodes de Newton-Cotes sont utilisées jusqu’a I < 8. Au del, les coefficients
w; deviennent “grands” et de signes mélangés ce qui rend les formules trés sensibles aux erreurs

d’arrondis.

2.3 Etude générale de I’erreur d’intégration numérique

L’étude générale de l'erreur d’intégration numérique est réalisée aux moyens du noyau de
Peano d'une méthode d’intégration numérique. Nous ne donnerons pas le détail de cette méthode.

Nous en rappellerons simplement les grandes lignes.
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2.3.1 Ordre et erreur d’'une méthode d’intégration numérique

Définition 2.3.1 On appelle ordre d’une méthode d’intégration numérique, l’entier IV tel que la

méthode soit exacte pour tout polynome de degré inférieur ou égale a N.

O
Considérons une méthode numérique d’intégration sous la forme suivante :
3 k
/ Fayo(@) de = 3" Aif (). (2.3.1)
@ i=0

Considérons un intervalle [a,b] contenant les points «, 5 ainsi que tous les points z;. On définit

lerreur d’intégration de la maniére suivante:

Définition 2.3.2 L’erreur d’une méthode d’intégration numérique, E(f) se définit par:

8 k
B(f)= [ f@h@)ds = Y Nif@) (2.3.2)
@ =0

U
L’erreur d’une méthode d’intégration est une forme linéaire continue sur C°([a, b]) pour la norme
[[-lloo
2.3.2 Noyau et théoréme de Peano

Définissons maintenant ce que l'on appelle le noyau de Peano d’une méthode d’intégration

numérique :

Définition 2.3.3 Le noyau de Peano, noté K, d’'une méthode d’intégration numérique d’ordre
N donnée par la formule (2.3.1), est défini par:

Kn(t) = E(z v (z —t)¥)) (2.3.3)

oil u représente la partie positive de u'.
O

Le théoréme suivant dii & Peano donne l'erreur d’une méthode d’intégration numérique
d’ordre N :

Théoréme 2.3.1 On suppose que le méthode numérique est d’ordre N et que f € CN*!([a,b])

alors

E(f) = %/bKN(t)f(N“)(t) dt (2.3.4)

1. ut+ = max(0, u) et avec le convention que u} = 1siu>0et u} =0siu<0
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Preuve : La preuve est basée sur la formule de Taylor avec reste intégral de f & 'ordre N + 1,

soit
1 R, L[ N p(N+1
Yo € [a, b], f(x):zyf( )(a)(z — a) +ﬁ/ (x — )N FNHD @) dt (2.3.5)
! 1/,
qui peut s’écrire:
10 N p(N+1)
welatl  f@)=av@)+ 5 [ - 0¥ (2.3.6)

ol gy est un polynome de degré < N.

Sachant que F(gqy(x)) = 0, I'erreur d’intégration s’évalue donc de la maniére suivante :

b
E(f) = %E <x - / (@ — &) fOVFD ) dt) (2.3.7)

En utilisant la linéarité de E et le théoréme de Fubini; on établit le résultat du théoréme.
Pour plus de détails voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).

O
Deux corollaires peuvent étre donnés & partir du théoréme 2.3.1:
Corollaire 2.3.1 Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1, on a
M b
BE(f) < =22 [ Kyt)dt (2.3.8)
N! /.
avec
My = || fN (2.3.9)
O
Preuve : La preuve est évidente en prenant la borne supérieure de f sur [a, b].
O
Corollaire 2.3.2 Sil’on suppose de plus que Ky garde un signe constant sur [a, b], alors:
_ S N1
O

Preuve : Soit w une fonction positive intégrable sur |«, 5[ tel que

s
/ (@) da (2.3.11)
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converge. On a alors la formule de moyenne suivante:

B B
3 € [0, 8], / F@)w(z)de = £(6) / () dz (2.3.12)
En appliquant cette formule de moyenne pour w(z) = Ky(t) (ou w(t) = —Kn(t)) si Ky est
négatif), on obtient
(N+1) b
E(f) = fT'(E)/ Ky (t)dt (2.3.13)
Cette derniére équation donne en particulier pour x — zN+1:
b
E@naxNH):(N+J)/)KN@ﬁm (2.3.14)
qui combinée avec (2.3.13) donne le résultat.
O
Exemples de Noyau de Peano Considérons la formule du rectangle:
B
| #@)dn~ (- a)f)q € fag (23.15)
dans le cas ol v n’est pas le point milieu. La méthode est d’ordre 0. Le noyau de Peano est alors
Ko(t)=E(x— (v —1)}) (2.3.16)
On a
5 B—-—a)sia>t
/)@—wﬂcﬁ: B-t)sia<t<p (2.3.17)
Osit>p
et
(ﬁ—QXW—ﬂg:{B—a$t§70$t27 (2.3.18)

Le noyau de Peano de la méthode est donc donné pour v € [«, 5] par:

3
Ko(t) = /(m—wgﬁ—wﬁ—axy—wﬂ (2.3.19)

0sit<a

a—tsia<t<y

= (2.3.20)
t—pBsiy<t<p

O0sit>p

Il est représenté a la figure 2.1. Il est & noter que le noyau de Peano est pas de signe constant

uniquement our y =« et y=f
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F1G. 2.1 — Noyau de Peano pour la méthode des rectangles

2.3.3 Cas des méthodes de quadrature composées.
Dans le cas des méthodes de quadrature composées, on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.2 On suppose que la formule de quadrature élémentaire est d’ordre N et que
f € cW+([a, b)), alors

|E(f)] < Cn(B = )bV My 14 (2.3.21)
avec
My = [[F%Y)w (2.3.22)
h = max h; (2.3.23)
0<i<n
1 o0
ou k, est le noyau de Peano de la formule de quadrature élémentaire.
O
Preuve : Voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).
O

Ce résultat est trés intéressant car il donne la décroissance de l'erreur E(f) en fonction de la

taille maximale de la subdivision h.

Corollaire 2.3.3 Si 'on suppose de plus que le noyau de la formule élémentaire k, garde un

signe constant alors
k
I elab], E(f)=CrfN )Y pt? (2.3.25)
i=0
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avec

Ch = s [ kn(t)dt 2.3.26

N = 92N+2 7| . N() ( )

1 ! l
N+1 N+1

e ——— N tde — 2 " wyT 2.3.27

22N (N +1)! /1 jzg 7 ( )

0

Le théoréme suivant dii a Steffensen permet d’utiliser le dernier corollaire donnant la constante

d’erreur pour des méthodes de Newton-Cotes:

Théoréme 2.3.3 Dans les cas des méthodes de Newton-Cotes, le noyau de Peano reste de signe

constant.

0

Exemples de calcul d’erreur On donne dans le tableau 2.1 des estimations d’erreur pour

les formules de Newton-Cotes.

Méthode N Cn E(f)

2 : B 1 1 2 "
Méthode du point milieu | 1 3 ﬂh (B—=a)f"(&)

. X 2 Lo "
Méthode des trapézes 1 —3 _Eh (B—a)f"(&)
Méthode de Simpson 3 _L —Lh‘l(ﬁ —a)f® (&)

15 2880

TAB. 2.1 — Erreur d’intégration pour des formules de Newton-Cotes
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2.4 Meéthodes d’intégration numérique de Gauss

2.4.1 Principe

On considére une fois encore une formule de quadrature de la forme suivante:

k

b
/ f@)w(z)dr ~ Z Nif(x;), avec \;, z; réels. (2.4.1)

i=0
Le principe des méthodes de Gauss consiste & déterminer les points d’intégration, x;, appelés
aussi points de Gauss, et les poids de l'integration, A;, de sorte & maximiser l'ordre de la mé-
thode d’intégration pour un nombre donné de points. A l'inverse des méthodes de quadrature
composées, les points d’intégration ne sont pas donnés, a priori. Nous verrons que les théorémes
qui suivent nous montrent que ces points sont les racines des polynémes orthogonaux associés a

une fonction de poids particuliére.

2.4.2 Cas général

Commencons par un cadre assez général. On note {zg,...,z;_1}, [ points de l'intervalle [a, b]

et {z;,...,z} (k+1—1) points extérieurs & [a,b]. On a le théoréme suivant:

Théoréme 2.4.1 Etant donnés:
— deux entiers k et [ tel que k+1>1>0
— k41— points extérieurs a [a,b], {z,..., 21}
Alors il existe une unique formule d’intégration de la forme (2.4.1) qui soit d’ordre k + I.
U

Preuve : Unicité. On suppose qu'il existe une formule d’intégration de la forme (2.4.1) qui soit

d’ordre k + [. Considérons le polynéme suivant :

k

mer1(z) = [J (@ — 2:) (2.4.2)

=l
Ce polyndéme garde un signe constant sur |a, b[ puisque ces racines sont & 1’extérieur. Considérons

la fonction suivante :
0(x) = ew(x)mp41(2) (2.4.3)
En choisissant € = £1, le signe constant constant de 7,1 permet d’écrire que
0(x) > 0,Yx €la, b] (2.4.4)

et docn de considérer § comme une fonction de poids.

Soit le polynome de degré inférieur ou égale a I,

pi(x) = H(w — ;) (2.4.5)
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Pour polynéme g de degré inférieur ou égale 4 [ — 1, on a

k

b b k k
/ pi(2)q(2)0(z) dz = / q(@) [[(z = ww(@) de = Niglas) [J(wi —2:) =0 (2.4.6)
a @ i=0

i=0 =0

car la formule (2.4.1) est exacte pour le polynéme ¢(z) Hf:o(xi —x;), qui est de degré < k+[1—1

Pour résumé, on a la formule suivante:

/bpl(x)q(x)ﬁ(a:) dr =0,0(x) > 0,Yq € P;_4 (2.4.7)

D’apres (2.4.7), le polynéme p;(x) est le (I + 1)éme polynéme orthogonal pour le poids 6(z). 11
posséde donc [ racines distincts sur U'intervalle ]a, b[ que nous notons {zo,...,x;_1} et qui sont
donc définies de maniére unique.

En écrivant que la formule (2.4.1) est exacte pour les polynémes de base de Lagrange L;

deéfinis sur les points {zo,...,2;_1}, on obtient que:

b
)\i:/ Li(z)w(x) dx (2.4.8)

Les poids de la formule de quadrature sont donc définis de maniére unique.

Les points d’intégration x; ainsi que leurs poids associés \; étant définis de maniére unique,
on conclut & 'unicité de la méthode de la formule d’intégration.

Eristence. Considérons a nouveau les [ racines du (I 4+ 1)éme polynéme orthogonal pour le

poids 6(z) sur ]a, b|. Notons les {zo,...,x;—1}. Posons

b
)\i:/ Li(z)w(x)dx (2.4.9)

on alors

k

b
> Xif () = / pp(r)w(z) de (2.4.10)

1=0

ol py est le polynoéme d’interpolation de f en z;,0 < i < k. La formule (2.4.1) est donc exacte
pour les polynémes de degré < k.

Soit un polynéme p de degré k+1, en utilisant la division euclidienne des polynomes, il existe
deux polyndémes g de degré <[ —1 et r de degré < k tel que

k
ple) = q(z) [ (@ — :) + r(a) (2.4.11)
=0

7
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Nous avons donc

/abp(ﬂc)w(:c)da: = /bq f[x—a:z d:c—l—/ab (x)w(z) dz (2.4.12)

_ /bq )dx+/ab (2)w(z) do (2.4.13)

Air(z;) (Formule exacte pour r) (2.4.14)

N f () (2.4.15)

La formule est donc exacte pour les polynémes de degré k + [.

Remarque 1 La démonstration du théoréme précédent permet de construire la formule d’inté-
gration numérique. Les principales étapes de la construction d’une formule d’intégration d’ordre
k -+ [ sont les suivantes :

1. Choisir k + [ — 1 points extérieurs a |a, b[, notés {z;,...,zx}

2. Construire la fonction poids 0(z):
0(z) = ew(x)mp41(2) (2.4.16)

3. Déterminer le (I + 1)éme polynéme orthogonal p;(x) par rapport a 6 sur [a, b].
4. Déterminer les [ racines de p;(z) dans |a, b, notées {zg,...,z;_1}

5. Calculer les poids de la formule d’intégration :
b
i :/ Li(z)w(z) dz (2.4.17)

Remarque 2 On constate que la construction d’une formule d’intégration de Gauss peut s’avé-
rer étre assez compliquée. Pour des formules d’ordre faible (N < 10 ), on préfére souvent trouver
les points et les poids d’intégration en vérifiant I’ordre attendue de la méthode sur des polynomes
de base.

Nous allons donner dans la suite deux exemples de méthodes de Gauss trés utilisées pour

leur relative simplicité.

2.4.3 Meéthodes de Gauss usuelles

Les méthodes de Gauss usuelles sont construites en choisissant k& = [ — 1. C’est & dire que

tous les points sont & U'intérieur de ]a, b[. Nous avons le théoréme suivant :
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Théoréme 2.4.2 Il existe une unique formule d’intégration de la forme (2.4.1) (& £+ 1 points),
d’ordre 2k + 1; elle obtenue en choisissant pour points d’intégration z; les racines du (k + 2)éme

polyndéme orthogonal pour le poids w(z) sur (a,b) et en prenant pour poids d’intégration

i = /b Li(z)w(x)dx (2.4.18)

De plus, on a que
Vi={0,...,2k+1}, X >0 (2.4.19)
O

Preuve : En utilisant le théoréme 2.4.1, il ne reste qu’a démontrer que \; > 0 Pour cela, il suffit
de considérer le carré des polynémes de base de Lagrange, Lf(x) Ces polynomes sont de degré

inférieur ou égal & 2k et donc la formule d’intégration est exacte, soit:

A = / 2 (w)ulr)de > 0 (2.4.20)

a

O

Les formules ainsi obtenues s’appellent les formules d’intégration de Gauss

Exemples de formules de Gauss usuelles Suivant la fonction poids qui est choisie, on

retrouve différentes formules d’intégration de Gauss. Les plus connues sont obtenues avec
— w(x) = 1 sur [a,b]; il s’agit des formules d’intégration de Gauss-Legendre,?
—w(z) = (1 —22)Y2 sur | — 1,1[; il s’agit des formules d’intégration de Gauss-Chebyshev,

w(z) = exp(—x?) sur | — oo, +oc; il s’agit des formules d’intégration de Gauss-Hermite,

— w(z) = x%exp(—x) sur |0, +oo[; il s’agit des formules d’intégration de Gauss-Laguerre,

La formule du point milieu correspond & la méthode de Gauss-Legendre pour k£ = 0.

Formules explicites pour l’intégration de Gauss-Chebyshev D’une maniére générale,
les points de Gauss, x; et les coefficients A; ne sont pas donnés explicitement. Pour 'intégration

de Gauss-Chebyshev, il est par contre possible de donner une formule explicite :

Théoréme 2.4.3 On montre que la méthode d’intégration de Gauss-Chebyshev s’écrit explici-

tement sous la forme suivante:

1 k .
_ T Z (2t + 1)
/1 f(x)(l — :(;2) 1/2 dl’ =~ k n 1 £ f(COS <m>) (2421)

2. Ces formules sont parfois appelées les formules de Gauss lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité
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Preuve : Les polynémes orthogonaux de Chebyshev sont donnés explicitement dans ’annexe B.

Les racines du (k + 1)éme polyndme orthogonal sont

T; = CoS M , 0<i<k
2(k+1)

Il reste a démontrer que:

. T
k41

i
Pour cela, il faut démontrer les relations suivantes (en exercice) :

1 _2y-1/2
A :/ Tn+,1(90)(1 z”) d.
1 Do () (7 — ;)

et en posant pour i fixé que

o = /ﬂ €08 J0 = cos j0; d6,j=0,1,...
o cosf —cosb;

(2i+1)m

r; =cosb;, 6;,=

démontrer que
ajy1 —2cos(b)oj+ 0 =0,7=1,2,...

et calculer o,.

- 2(k+1)

(2.4.22)

(2.4.23)

(2.4.24)

(2.4.25)

(2.4.26)

Points de Gauss et coeflicients pour la méthode de Gauss-Legendre On donne dans

le tableau suivant les points et les poids d’intégration pour la méthode de Gauss-Legendre.

n | Points d’intégration z; Poids d’intégration ); Ordre

1 0 2 1
2 +1//3 1 3
3 +./3/5 5/9 5
0 8/9
4| £1/35v/525 — 70v/30 1/36(18 + /30) 7
+£1/351/525 + 70/30 1/36(18 — /30)
5| +£1/21v/245 — 1470 1/900(322 + 13+/70) 9

+1/211/245 + 1470 1/900(322 — 131/70)

0 128,225

TAB. 2.2 — Points et poids de Gauss-Legendre
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2.4.4 Meéthodes de Gauss-Lobatto

Une seconde classe d’intégration numérique de Gauss est souvent rencontrée dans la pratique.

Elle est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.4 1l existe une unique formule d’intégration de la forme (2.4.1) (& £+ 1 points),
d’ordre 2k — 1 telle que zg = a et x; = b; elle obtenue en choisissant pour points d’intégration
{x;i}o<i<k—1 les racines du kéme polynéme orthogonal pour le poids w(z)(z — a)(b— z) sur |a,b]

et en prenant pour poids d’intégration

i = /b Li(z)w(x) dx (2.4.27)

De plus, on a que
Vi={0,...,2k+1}, X\ >0 (2.4.28)
0

Preuve : Voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).
U

Cette méthode est surtout utilisée avec w(x) = 1; elle s’appelle alors la formule d’intégration
de Gauss-Lobatto. Pour kK = 1, on retrouve a méthode du trapéze et pour £ = 2 la méthode de
Simpson. Cette méthode peut paraitre moins avantageuse que les méthodes de Gauss-Legendre.
Elle est surtout utilisée de maniére composée. Elle donne dés lors des résultats comparables a la

méthode de Gauss-Legendre pour un coiit comparable.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la résolution d’équations du type:
f(z) =0, avec f:IR" — IR" (3.1.1)

Naturellement, si f est une fonction linéaire, ce probléme se raméne & la résolution d’un sys-
téme linéaire homogéne de dimension n. Dans ce chapitre, nous allons donner quelques méthodes
de résolution de ces équations lorsque f n’est pas une fonction linéaire sur IR".

Il existe deux types de méthodes principales pour résoudre les systémes d’équations non
linéaires :

— Les méthodes topologiques. Dans ce type de méthode, on cherche & localiser une solution
dans une ensemble. Plus la dimension de cet ensemble est petite, plus la solution est
approché de maniére précise. La méthode de dichotomie est la méthode topologique le
plus connue. Nous la présenterons au § Ces méthodes sont surtout employées lorsque f est
fonction de IR dans IR. Pour des fonctions vectorielles, le nombre d’évaluation de f devient
souvent prohibitif.

— Les méthodes métriques. Dans ce type de méthode, on cherche la solution comme la limite
d’une suite le plus souvent donné par le théoréme du point fixe pour une fonction contrac-
tante. Le théoréme du point fixe sera présenté de maniére générale au § 3.3. Nous présen-

terons ensuite des méthodes itératives métriques dans le cas d’une fonction f : IR — IR au

§

3.2 Une méthode topologique : la méthode de dichotomie

La méthode de dichotomie s’appuie sur les théoréme des valeurs intermédiaires :

Théoréme 3.2.1 Soit un intervalle [a,b] C IR et une fonction f : [a,b] — IR continue sur [a, b]

telle que:
Fla)f(b) <0 (3.2.1)

alors
Ja €la,b], f(a) =0 (3.2.2)
0

Principe Le principe de la méthode de dichotomie consiste & fabriquer une suite d’intervalle
I, = [an,by] sur lesquels la fonction f vérifie la propriété (3.2.1). Cette suite d’intervalle est
généralement construite par récurrence en découpant en deux (dichotomie) I'intervalle précédent
et en vérifiant la propriété (3.2.1) au bord de chaque intervalle. La précision de 1’évaluation d'une

racine dépend alors de la longueur de l'intervalle.
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Algorithme 1 Méthode de dichotomie
Require: I = [a,b] tel que f(a)f(b) <O

Ensure: « € [ay,b,] avec |a, —by| < ¢

n<«—0

ap — a

bo < b

while |a,, — b,| > ¢ do
n—n-+1
e an—1 + bn—l
" 2
if f(an—1)f(cn) >0 then

ap < Cp; by — by

end if

if f(an—1)f(cn) <0 then
Gp — Gp_1; by — ¢y
if f(cn)f(bn—1) <0 then
11 existe plusieurs racines sur [a, b]
Réinitialiser 1’algorithme avec a = ¢, et b = b,,_1
end if
end if

end while

Algorithme. L’algorithme suivant peut étre proposé:

3.3 Théoréme du point fixe et applications contractantes

Dans cette partie, nous allons donner un théoréme particuliérement important pour construire
des méthodes itératives de recherche de solutions d’équations non-linéaires. Il s’agit du théoréme

du point fixe.

3.3.1 Applications contractantes et point fixe

Nous allons commencer par la définition d’'une application contractante :

Définition 3.3.1 Soit (£, d) un espace métrique complet, et g : £ — &£ une application continue.

On dit que g est une application strictement contractante dans £ si et seulement si
do, 0 < a < 1,d(g(x),9(y)) < ad(z,y),Vr,y € € (3.3.1)

On parle aussi pour g de contraction stricte.
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Une fonction strictement contractante est une fonction k—lipschitzienne pour k < 1. Dans le cas

ou & est ensemble de nombres réels IR, la propriété (3.3.1) est équivalente a:
Jo,0 < a < 1,]g9(z) — g(y)| < alz —y|,Vo,y € R (3.3.2)
Définition 3.3.2 On dit que a € £ est un point fixe de g si

gla) =a (3.3.3)

3.3.2 Théoréme du point fixe

Le théoréme du point fixe s’énonce alors sous la forme suivante :

Théoréme 3.3.1 Soit une application g strictement contractante d’un espace métrique £ dans

lui-méme, alors
1. 11 existe un unique point fixe de g, i.e., g(z) =

2. Pour toute donnée initiale g € IR, la suite des itérées définie par

Tnt1 = g(Tn) (3.3.4)

converge vers .

Preuve :

Unicité du point fixe Si g posséde deux points fixes, a et b distincts alors

d(g(a),g(b)) = d(a,b) # 0 (3.3.5)

Il y a donc contradiction avec le fait que g soit contractante.
Existence du point fixe Soit ¢y € £ une donnée initiale, et x,, la suite des itérées définies

par (3.3.4) on alors:

d(wp, vpr1) = d(g(wp), g(vp-1)) < ad(zp, p-1) (3.3.6)

soir par récurrence :
d(zp, xps1) < Pd(zg, x1) (3.3.7)

Pour tout entier ¢ > p, on peut écrire:

q—1 q—1

d(zp, zq) < Zd(xl,xl+1) < Zal d(xo, 1) (3.3.8)
l=p l=p
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or
q—1 +00 aP
l < l == - -
Dol =X = (33.9)
l=p l=p
d’ott
aP
d(xp, 2q) < 7—d(w0,21)¥p < ¢ (3.3.10)

La suite x,, est donc une suite de Cauchy. Comme £ est un espace complet, elle converge vers

un point z € £.

U
3.3.3 Estimation de la vitesse de convergence
Soit x le point fixe de g, on a
d(xp, x) = d(g(xp-1),9(2)) < ad(zp-1, ) (3.3.11)
d’ou par récurrence:
d(zp,x) < aPd(z, x) (3.3.12)

La converge est donc exponentiellement rapide.

3.3.4 Principe de construction des méthodes itératives métriques

Grace au théoréme du point fixe, il devient possible de construire de méthodes itératives en
remplagant le probléme f(z) = 0 par un probléme équivalent de la forme g(z) = x (par exemple
g(x) = x — f(x) sur une partie fermée 2 C IR" (toute partie fermée de IR" étant compléte) a

condition de respecter les conditions suivantes:
- g(Q) C Qa
— la solution = au probléme f(z) = 0 appartienne €2,

— ¢ soit une application strictement contractante de 2 dans €.

3.4 Meéthodes itératives métriques — Cas f: IR — IR

Dans ce paragraphe, on restreint le probléme (3.1.1) & une fonction d’une seule variable réelle,
f:R~IR.
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3.4.1 Points fixes répulsifs et points fixes attractifs

Soir I un intervalle fermé de IR, on suppose que ¢ est une fonction de classe C' de I dans I.

Puisque g est dérivable, la propriété de contractance (3.3.1) est équivalente a:
Vz € [a,b],]¢'(z)| <a,0<a< 1 (3.4.1)

Le fait de pouvoir borner la dérivée de g par une constante « strictement inférieure a 1
apparait comme essentielle.

Notons a € I un point fixe de g. Différents cas se posent pour g quelconque:

1. Premier cas |¢'(a)| < 1,¢'(a) # 0. Soit o < 1 tel que |¢’(a)] < a < 1. Par continuité de
¢, 1l existe un intervalle E = [a — h,a + h] sur lequel |¢'| < «, et donc g est contractante
de rapport a sur E. On a nécessairement g(E) C E et donc

Ve—0€la—h,a+h], lm z,=a (3.4.2)
p—+infty

On dir alors que a est un point fixe attractif et la convergence est au moins exponentielle-
ment rapide.

2. Second cas ¢'(a) = 0 Supposons de plus que g est de classe C2 et que |¢"| < M sur un
intervalle F = [a — h,a + h] ou |¢’| < a < 1. La formule de Taylor donne:

g@) = gla)+ (@@ —a)+ 9" celaal (343)
= a+ %g"(c)(x —a)? (3.4.4)
d’ou
l9(z) —a| < %Im —al? (3.4.5)
Par récurrence, on obtient que:
2y —al < (%\xo - a]2>p (3.4.6)

Pour peu que la valeur initiale soit choisie avec la condition |xg —a| < 1/5M, on obtient
|z, —a| < RN (3.4.7)
p —_— M . .

ce qui signifie que le nombre de décimale exacte dans 'approximation de a double & chaque
itération. On parle parfois de point fixe superattractif. Nous verrons que les méthodes de

Newton consiste & se ramener & ce cas.

3. Troisiéme cas |¢'(a)| > 1 Comme

lim 2 — al%:g@l = |¢'(a)] > 1 (3.4.8)
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d’ou
dh > 0,Vz € [a — h,a + hl], |g(z) — g(a)| = |g(z) —a| > |z — a| (3.4.9)

On dit dans cas que a est point fixe répulsif. Il faut lors envisagé la fonction réciproque de
g sur un voisinage de a qui peut étre définie car ¢’ est de signe contant sur un voisinage
de a. L’équation x = g(x) peut alors se réécrire comme x = g~ !(x) avec ¢~ (a) = 1/¢'(a).

On est donc ramené au premier cas.

4. Quatriéme cas|g¢'(a)| = 1 Dans cas, il est trés difficile de conclure sur la qualité du point

fixe.

3.4.2 Meéthode de la corde

Principe. La méthode de la corde est la méthode itérative la plus simple que ’on peut proposer

& partir du théoréme du point fixe. Il s’agit de remplacer le probléme
flx)=0 (3.4.10)
par
g(x) =z, avecg(z)=z—Af(x),\#0 (3.4.11)

ol A est une constante réelle.
On constate facilement qu’un point fixe de g correspond bien & une solution de 1’équation
f(z) =0.

La méthode itérative est donc donnée par:

Tnp1 =Ty — M (3) | (3.4.12)

Convergence Une condition suffisante pour que g est un point fixe dans [a, b] est que g([a,b]) C

[a, b], et g soit une application contractante sur [a, b], soit, si on suppose f dérivable:
Va € [a,b], ¢ (z)] =1 = f(z)|<a<1 (3.4.13)
soit
Vo € [a,b],1 —a < A\f'(z) <1+4+a, avec0 < a <1 (3.4.14)

Cette relation implique en particulier que f’ ne change pas de signe sur [a,b] (f soit monotone

sur [a,b]) et que X est du signe de f’(z).
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Interprétation géométrique de la méthode de la corde La droite passant par le point

(n, f(zy)) de pente p a pour équation :
y = f(xn) + plx — ) (3.4.15)
Cette droite coupe ’axe des abscisses en z* qui a pour valeur:

= f(@n)
=In p (3.4.16)

Si on suppose que p = 1/A, on voit que le point suivant de l'itération z,41 est obtenu comme
I'intersection de la droite de pente 1/ passant par (z,, f(z,)) et 'axe des abscisses.

Cette méthode est illustrée sur la figure pour A = —1

FiG. 3.1 — Méthode de la corde

L’inconvénient principale de la méthode de la corde est le choix de A pour que l’inégalité
(3.4.13) soit respectée. Il est bien clair que si f/(x) # 0 on peut toujours trouver une valeur
A pour cette inégalité soit respectée sur un voisinage de x et permettre la convergence. Le
probléme est que ce chois ne peut se faire qu’a tatons. Nous allons donner dans la suite une

méthode beaucoup plus efficace.

3.4.3 Meéthode de Newton

Principe Une des difficultés principales de la méthode de la corde est le choix du paramétre
A. On sait que les itérations convergeront d’autant plus vite que le rapport k est petit (voir

estimation de la vitesse de convergence). En étudiant I’équation (3.4.13), il semble qu’un choix
(=)

Méthode itérative de Newton Ce choix conduit donc & chercher le point de la fonction

judicieux consiste & remplacer la constante A\ par si f’ ne s’annule pas sur U'intervalle [a, b].

suivante :

g(@) =z — /o) (3.4.17)
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qui conduit aux itérées suivantes:

Tptl = Tp — J{(ﬂ (3.4.18)

Convergence de la méthode de Newton On donne ici un théoréme de convergence locale
de la méthode de Newton:

Théoréme 3.4.1 Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle [a,b] C IR. Supposons qu’il
existe = € [a,b] tel que f(z) = 0et f/(x) # 0 alors il existe € > 0 tel que quelque soit la condition
initiale z¢ € [x — €,z + €], la suite de itérées de Newton soit bien définie, reste dans 'intervalle

[z — €, + €] et converge vers z quand n tend vers U'infini.

O

Preuve : La fonction a itérée s’exprime de la maniére suivante:

f(=)
T)=1x— 3.4.19
ola) =2 0 (3.4.19)
Si f est de classe C? alors

! ) =1— f,(l')f/(.%') - f(x)f”(m) — f .%')f”(l') 3.4.20
N (P ES F@)f @) (3420

On constate donc que ¢'(z) = 0 et que x est donc un point fixe superattractif. En utilisant les
propriétés des points superattractifs, on peut en déduire la convergence quadratique vers z des
itérées sur un voisinage de .

O

Interprétation géométrique Sil'on effectue la méme interprétation géométrique que précé-
demment on voit que l'itérée x,, 11 s’obtient en réalisant 'intersection de la tangente & la courbe
de f au point (x,, f(x,)) avec 'axe des abscisses. Cette méthode est illustrée sur la figure 3.2

Interprétation analytique Une autre interprétation peut étre donnée a la méthode de New-

ton. Elle se base sur le développement de Taylor de la fonction f au point zq:

(@) = f(zo) + f'(z0)(z — o) + O(|z[*) (3.4.21)

Sil’on choisit de remplacer f par son développement au premier ordre, ’équation f(x)=0 devient :

f(zo) + f'(z0)(z — w0) =0 (3.4.22)
qui a pour solution:
21 = z0 — }0,((2)) (3.4.23)

Le principe de la méthode de Newton a itéré ce processus.
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Fia. 3.2 — Méthode de Newton

3.4.4 Méthode de la sécante de Steffensen

Principe Le principe de la méthode de la sécante se base sur une approximation de la dérivée
de f au point z,. Dans la pratique, il n’est pas toujours évident de donner de maniére simple la

dérivée d’une fonction méme si elle est connue analytiquement.

Méthode itérative de la sécante La dérivée au point x, est généralement approché par:

R f(xn) - f(wn—l)

, —
Fan) = Ty — Tpn — 1

(3.4.24)

et conduit aux itérées suivantes:

=x, — (Tp — 2 f(an)
Tntl1l = Tp ( n nfl)f(xn) _ f(-fn—l) (3425)

La méthode de la sécante est une méthode & deux pas dans le sens ol elle nécessite la connaissance
des itérées x,, et x,_1 pour pouvoir calculer I'itérée x, ;1. Il est donc nécessaire de donner deux

valeurs initiales zo et ; pour démarrer 1’algorithme.

Interprétation géométrique L’interprétation géométrique est illustrée sur le figure 3.3. La

méthode consiste & trouver & chaque itération l'intersection de ’axe des abscisses avec le droite

de pente f'(x,,) passant par les points (z,, f(#n)) et (Zn_1, f(@n_1))-



3.5. Méthodes itératives métriques — Cas f : IR" — IR" 55

(24, f(22)) \/

(w3, f(x3))

Fic. 3.3 — Méthode de la sécante

3.5 Meéthodes itératives métriques — Cas f : IR" — IR"

Dans le cas d’une fonction vectorielle, les méthodes métriques se révélent étre le plus efficaces.
Elles généralisant simplement les méthodes que l'on a vu dans le cas d’une variable réelle. Nous

nous bornerons a présenter ici la méthode de Newton-Raphson.

3.5.1 Meéthode Newton-Raphson

Principe. La méthode de Newton peut étre étendue au probléme d’une fonction vectorielle de
la maniére suivante. On suppose que f est un fonction de classe C> d'un ouvert QsubsetIR™ dans

IR™. L’idée est d’approximer f par son développement linéaire de la maniére suivante:

f(x) = fla) + Vf(a)(z —a) + 2|z —al]) (3.5.1)
ou V f représente le gradient de f soit:
on, 92, 7 P,
Ory Ozxy 1 Oz,
Vf= : (3.5.2)
L Ox1 Oxe =~ 7 Ox,

Le gradient de f est une application linéaire de IR™ dans IR". Si cette application est inversible,
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la méthode de Newton revient a itérer comme dans le cas & une seule variable la fonction suivante :

g(@) = 2=V (@).f () (3.5.3)

Méthode itérative de Newton-Raphson La méthode de Newton-Raphson revient & effec-

tuer les itérations suivantes:

Tpi1 = T — VI (@) f(20) (3.5.4)

3.6 Cas particuliers o1 f est un polynéme — Racines d’un poly-
nome

Pour terminer ce chapitre, on donne quelques méthodes de recherche de racines d’un poly-

A

nome.

3.6.1 Procédé de localisation de Sturm

Le procédé de localisation de Sturm permet de localisation le nombre de racines d’'un po-
lynéme sur un intervalle fermé de IR. Il ne permet, a priori de donner de valeurs précises des

racines, mais il est trés utile si I’on veut employer une méthode de de dichotomie.

Principe Soit un polyndéme, p € P, ne possédant que des racines simples et un intervalle fermé

de IR [a, b], on considére la suite de polynéme suivante:

Po = p (3.6.1)
o= 7 (3.6.2)
p2 = @q2p1 — po Opposé au reste de la division euclidienne (3.6.3)
Piv2 = Qi+2Pit1 —DPi (3.6.4)

Cette suite est nécessairement finie. En effet, le degré de p; est n — 1 et & chaque division
euclidienne de polyndmes, on a le degré du reste qui est nécessairement inférieur au degré du
diviseur. La suite p; est donc de degré strictement décroissant. Au dela d’un rang m < n, les

polyndémes sont donc de degré 0.

Pour compter le nombre de racines dans [a, b], il suffit de compter les changements de signe
de la suite p; au bord de l'intervalle. Le nombre de racines sera égal au nombre de changements

de signe en a diminué du nombre de changement de signe en b.
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Exemple Considérons le polynoéme p(z) = 23 — x sur [~2,2]. La suite de polynémes de Sturm

est la suivante:

po = T —x (3.6.5)
pr = 32° -1 (3.6.6)
p2 = ;:c (3.6.7)
p3 = 1 (3.6.8)

Les valeurs de la suite p; au bord de 'intervalle sont les suivantes:

T | Po | P1 b2 b3
-2 —-6111 —4/3 1 (3.6.9)
2 6 |11 4/3 1

On constate donc que la suite p;(—2) change trois fois de signes et que la suite p;(2) n’en change

pas. Le nombres de racines dans [—2, 2] est donc 3.

3.6.2 Meéthode de Bairstow

Principe La méthode de Bairstow permet de calculer avec précision les racines réelles et com-
plexes d’'un polynoéme. Le principe est le suivant. Soit un polynéme p € P, il peut s’écrie sous

sa forme canonique de la maniére suivante:
p(x) =ag+ a1z + -+ apa” (3.6.10)

Le principe de la méthode de Bairstow est de cherche un polynéme de degré 2 qui divise p. Les
racines de ce polynomes de degré 2 seront donc des racines de p. Ecrivons la division euclidienne

de p par un polynoéme de degré 2:

2 n—2
= bo+b <o+ by R S .6.11
p(x) = (x*+pr+q)(bo+ bz + -+ bp_2z" %) + 1§+ (3.6.11)
Diviseur este

Pour un choix quelconque du couple (p,q), il a a priori aucune raison que le reste s’annule. Il
faut donc chercher le couple (p, ¢) pour que le reste s’annule. Ceci revient & résoudre le probléme

suivant :

R(p,q) =0
S(p,q) =0

(3.6.12)

On reconnais dans (3.6.12) un probléme d’équations non linéaires de la forme F(p,q) = 0,
qui peut étre résolu par une méthode de Newton. L’itérée de la méthode de Newton peut s’écrire

la la maniére suivante:

P, @)iv1 = (p.0)i — V" 'F((p,9)i)-F((p, q)s) (3.6.13)
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Le gradient de F' s’exprime sous la forme suivante:

oRr OR
V()= | 55 5%
dp  Oq
et son inverse, lorsqu’elle existe:
oS OR

-1 _ 1 dq dq
VOFw9) = gras aser | 05 OR

dpdq dpdg L Op Op

A chaque itération, il convient donc d’évaluer :

1 [0S OR
pit1 = Pi_K-[a_q(piaQi)R(pi7Qi)_8_q(pi7Qi)S(piaQi)]
1 oS OR
dit1 = Qi—K-|:—8_p(pi,Qi)R(pi,Qi)+Fp(piaQi)S(piaQi)}
OR 0S 0S OR
A = — i 0) 5 Pi,¢6) — Wi @) (P, gi
avec A; i (pu%)aq (pi» ai) ap(p q)aq (pi» ai)

Pour cela calculons les expression de R et S en fonction de pet q.

(3.6.14)

(3.6.15)

(3.6.16)
(3.6.17)

(3.6.18)

Le résultat de la division nous fournit les coefficients b;,7 = 0...n —2 de la maniére suivante:

4
bo = ap

b1 = a1 — pbo
(I) < b2 =ag — pb1 — qbo

bp—2 = an_2 — pbnf?) - qbn74
Pour le reste, on pose

R= bn—l
S = pbnfl + by,

avec

bn—l = an—-1 — pbn—Z - qbn—S

bn = an — pbn—l - qbn—Q

(3.6.19)

(3.6.20)
(3.6.21)

(3.6.22)
(3.6.23)

Il convient de calculer les dérivées de R et S par rapport & p et a q. Pour cela, il faut calculer

les dérivées de by par rapport a p et & ¢. On pose

by
dp

=—ct_1,0=1...n—1

0b
= 1 — by
ap Cn—1 1

(3.6.24)

(3.6.25)



3.6. Cas particuliers ou f est un polynéme — Racines d’un polynéme 59
En dérivant le tableau (I), on obtient :
co = by
c1 = b1 — pco
co = by — pc1 — qc
193 S (3.6.26)
Cn2="Dbn 2 —pcn_3—qn4
\Cnfl =bp—1 —PCp—2 — Gn—3
La dérivation par rapport & ¢ montrerait que:
ob
a—; = —cp9,i=2..n—1 (3.6.27)
(3.6.28)
On obtient alors pour les dérivées de R et S par rapport & p et ¢, les valeurs suivantes:
OR Ob, 1
—_— = = —Cp_ 3.6.29
Op Op n=2 ( )
OR Ob, 1
— =— = —Cp_ 3.6.30
dq dq n=3 ( )
b Oy
oS _ _ Oby —g};l)? nl e —pe (3.6.31)
b Oy
= —% = —Cp_9 — PCn_3 (3.6.32)
(3.6.33)
et par conséquent :
Ai = 02_2 — Cp—1Cn—3
bncn—3 — bp_1cn—2 (3634)

Pi+1 = Pi— A,

Gl = ¢ bp—1¢n—1 — bpcn_2
1 = -
‘ ! A;

Algorithme L’algorithme se déroule de ma maniére suivante:

3.6.3 Meéthode d’Aitken

3.6.1 Note de Rédaction

A compléter
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Algorithme 2 Méthode de Bairstow
Require: a;,i=0...n,a € R, € IR, ¢

Initialisation pg «— «, qo <« 0
erreur < 10 *x ¢
while erreur > ¢ do
te—1+1
Calculer b;, ¢; grace a (3.6.19) et (3.6.26)

Calculer p; et ¢; grace a (3.6.34)
lpi —pi—1| + 1 — qi1]
qi + Gi

erreur =

end while
Calculer les racines de 2% + p;z + ¢ = 0

Reprendre 'algorithme avec le polynéme p(z) = Z?:_OQ bz’
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4.1 Introduction

4.2 Terminologie et définition

4.2.1 Systéme différentiel du premier ordre

Un systéme différentiel du premier ordre se définit de la maniére suivante:

Définition 4.2.1 Soit une fonction f : IR™™! — IR", on appelle un systéme différentiel du

premier ordre I’équation de la forme suivante:

y'(t) = f(ty(t) (4.2.1)

ou 3y’ représente la dérivée de y par rapport a t.

0

Dans ce type de systéme, I'inconnue est la fonction y(¢) : R™ — IR". Le qualificatif ordinaire
vient du fait que cette fonction ne dépend que d’une seule variable. Sinon, on parle d’équations

aux dérivées partielles (EDP).

4.2.2 Le probléme de Cauchy

Sans la donnée de conditions initiales consistantes, il est impossible de définir la notion de
solution d’un systéme différentiel du premier ordre. C’est pourquoi, on introduit un probléme

standard qui est le probléme de Cauchy :

Définition 4.2.2 On appelle probléme de Cauchy le probléme suivant :

Etant donnés:
— un intervalle Iy C IR,

— une fonction f, définie et continue sur Iy x IR™ & valeurs dans IR":

f:IpxR" — R" (4.2.2)
ty) — flty) (4.2.3)

Trouver une fonction y € C*(Iy) telle que

"(t) = f(t,y(t)),Vt € Iy,Vy € R"™
y'(t) = f(t,y(t)) 0, Vy (4.2.4)
y(to) = yo,to € Iy, Condition initiale

0

Outre la donnée d’un intervalle et d’une fonction f, le probléme de Cauchy se caractérise
par la donnée d’une condition dite condition de Cauchy ou condition initiale. La forme de cette

condition est essentielle. On peut envisager, en effet, des problémes ot des conditions sont données
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sur la dérivée de 1/, ou encorte en deux points d'un intervalle. Il n’agit alors plus d’un probléme
de Cauchy.
Le probléme de Cauchy peut se mettre sous une forme équivalente donnée par le théoréme

suivant :

Théoréme 4.2.1 Une fonction y : Iy — IR™ est une solution du probléme de Cauchy si et

seulement si:
1. la fonction y est continue et Vt € Iy, (t,y(t)) € Ip x R"
2.

Ve Ty =0+ [ Fty®) (4.2.5)

to

O

Preuve : La preuve est simple. Si y vérifie les deux hypothéses de ce théoréme alors y est dif-
férentiable et y(to) = yo et y'(t) = f(¢,y(t)). Réciproquement, si les relations du probléme de
Cauchy (4.2.4) sont satisfaites, '’équation (4.2.5) de déduit directement par intégration.

0

La solution y du probléme de Cauchy est parfois appelée 'intégrale du probléme et la réso-

lution de ce systéme est parfois appelée intégration.

Remarques

1. Si f est une fonction uniquement de t, le probléme de Cauchy se raméne & la recherche
d’une primitive. Dans le cas unidimensionnel, y(¢) € IR, c’est également le cas lorsque ’on

peut effectuer une séparation des variables, i.e.:

fty) = g(t)h(y) (4.2.6)

Dans ce cas, si h(y) # 0, on peut écrire le probléme de Cauchy sous la forme suivante :

/yy % - /tt gt)dt (4.2.7)

2. Si f est une fonction linéaire de y, il existe alors de nombreuses méthodes analytiques pour

résoudre le probléme comme on le verra au § 4.4.

3. Si f est une fonction non linéaire de y, nous verrons comment ce probléme peut étre abordée

numériquement.

4.2.3 Systéme différentiel du second ordre

On définit un systéme différentiel du second ordre de la maniére suivante :
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Définition 4.2.3 Soit une fonction f : IR?"*! — IR" continue, on appelle un systéme différentiel

du premier ordre 1’équation de la forme suivante:

y'(t) = f(ty(t),y' (1) (4.2.8)

0

Pour ce type de systéme, on se raméne & un systéme du premier ordre en effectuant le

changement de variable suivant :
z(t) = (4.2.9)

et en posant une nouvelle fonction F : IR?"*! — RR?"*! telle que:

Py = | YO (4.2.10)
f(ty)

Le systéme différentiel (4.2.8) peut alors s’écrire sous la forme d’un systéme différentiel au premier

ordre :
2 (t) = F(t, 2(t)) (4.2.11)

Il est important de noter que la dimension du probléme (4.2.11) est double par rapport au
probléme initial du second ordre. Pour retrouver le probléme de Cauchy, il convient donc de

fournir z(tp) = 2o, c’est a dire a la fois y(to)et ¥/ (to).
4.2.4 Systéme différentiel d’ ordre m

Un systéme différentiel d’ordre m peut étre défini de la maniére suivante:

Définition 4.2.4 Soit une fonction f : R™*"*! - IR" continue, on appelle un systéme diffé-

rentiel d’ordre m 1’équation de la forme suivante :

v ) =ty y ") (4.2.12)

O

De la méme maniére que pour le systéme du second ordre, on peut se ramener & un systéme

du premier ordre en posant le changement de variable:

2(t) = : (4.2.13)



4.3. Théorémes d’existence et d’unicité 65

et la nouvelle fonction F':
y'(t)

F(t,z) = 5 4.2.14
(t,2) R ( )

Fty(t), .., ytm=D(e)

Dans la suite, nous nous intéresserons exclusivement au probléme du premier ordre sachant

que l'on peut toujours s’y ramener grace & un changement de variables adéquat.

4.3 Théorémes d’existence et d’unicité

Cette partie aborde les questions fondamentales de I’existence et de I'unicité de solutions du

probléme de Cauchy.

4.3.1 Solutions locales, maximales, globales

Avant de donner des théorémes d’existence de solution, il est bon de préciser quelle type de

solution on recherche. Pour cela, on introduit les définitions suivantes.

Définition 4.3.1 On appelle solution locale du probléme de Cauchy (4.2.4) la donnée d'un
couple (I,y) o I est un intervalle de IR qui est voisinage de ty dans Iy et oil y est une fonction

de classe C! sur I telle que:
y(to) =yo, YVt e Ly'(t) = f(t,y(t)) (4.3.1)
U
Définition 4.3.2 On dit que la solution locale (J, z) prolonge la solution locale (I,y) si on a
ICJ, Vtely(t)==z(t) (4.3.2)

Si de plus, I # J on dit que la solution (.J, z) prolonge strictement la solution (I,y).
0

Définition 4.3.3 On dit que la solution locale (1, y) du probléme de Cauchy (4.2.4) est maximale
si il n’existe pas de solution locale qui la prolonge strictement.

O

Définition 4.3.4 On dit que la solution (I,y) est une solution globale du probléme de Cauchy
(4.2.4) dans Iy si (I,y) est une solution locale et I = Ij.
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Exemples

1. Considérons le probléme de Cauchy suivant :

y(t) = —2t%(t)t € R

(4.3.3)
y(0) =1
Ce probléme admet une solution globale! et une seule dans IR :
1
R,y(t) = —= 4.3.4
(Ry(0) = ) (434
et il n’y a pas d’autre solution maximale.
2. Le probléme de Cauchy suivant :
"(t) = 2ty%(t),t € R
y'(t) = 2ty>(t) (435)
y(0) =1
1
admet une solution maximale et une seule dans IR, c’est (] — 1,1[,y(t) = N t2). IIn’y a

pas de solution globale. Si I'on choisit comme condition initiale & ce probléme la donnée
y(—2) = 0, il existe une solution maximale et une seule qui est (] — 5, 5[, y(t) = flﬁ) il
est bon de remarquer que ’ensemble sur lequel se définit les solutions d’un probléme est
dépendant aussi de la condition initiale.

3. Le probléme de Cauchy suivant :

"(t) = —y2(t),t € R
Y(t) =yt E Ry was)
y(0) =1
1
admet une solution globale et une seule dans [0, +oo[, qui est (]0, +oo[, y(t) = 1—4—75) Sur
R, il n’y a pas de solution globale mais seulement une solution maximale sur | — 1, +00].
4. Le probléme de Cauchy suivant :
y'(t) = —/y(t),t € [0, +00[
(4.3.7)
y(0) =0
admet comme solutions globales:
([0, 400, y(t) = 0) (4.3.8)

3

(10, ool y(t) = | 5=) (43.9)
3

([0, 400, y(t) = —/ 82%) (4.3.10)

Nous pouvons constater que les problémes d’existence et d’unicité de solutions ne sont pas des
questions triviales. Nous allons présenter dans la suite quelques uns des théorémes fondamentaux

d’existence et d’unicité des solutions moyennant des hypothéses sur f.

1. Remarquer simplement que (1/y)" = —y'/y?
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4.3.2 Théoréme d’existence de Cauchy-Peano

Théoréme 4.3.1 (Cauchy-Peano) On suppose que f est continue dans un voisinage du point
(to,y0) € IoxIR", alors il existe une intervalle Jy voisinage de t dans Iy et une fonction y € C!(.Jp)

tels que:

y'(t) = f(ty(t)),vt € Jo, (4.3.11)
y(to) = o

0

Le théoréme de Cauchy-Peano donne donc un résultat d’existence d’une solution locale (Jp, y).

Preuve : Voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).
U

La condition de continuité de f ne suffit pas pour passer & une solution globale. Nous verrons
dans la suite qu’il faut imposer des conditions supplémentaires. Par contre, le résultat qui suit

permet d’assurer 1’existence d’une solution maximale.

Théoréme 4.3.2 Etant donnée une solution locale, il existe au moins (pas forcément unique)
une solution maximale qui la prolonge.

O

Preuve : Pour la preuve, nous renvoyons a (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).
|

On a pu remarquer sur les exemples du § précédent que la notion de solution est trés dé-
pendante de I’ensemble sur lequel on la cherche. On constate aussi que lorsque des solutions
maximales non globales existent, cela est souvent du a une singularité de y. Le théoréme suivant

précise cette intuition.

Théoréme 4.3.3 On suppose que f est continue sur Iy x R™ et que I est de la forme [tg, to+ 77,
[to, to+ T [to, +oo; alors si (I,y) est une solution maximale non globale du probléme de Cauchy
(4.2.4), I est de la forme [to,t1] et y n’est pas borné sur I.

0

Preuve : Pour la preuve, nous renvoyons a (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).

Enfin, donnons un résultat d’existence de solution globale:

Théoréme 4.3.4 On suppose que Iy = [tg,to+ T, que f est continue sur Iy x IR"™ et qu’il existe
un produit scalaire de IR™ noté (.,.) associé & une norme ||.|| et une fonction I € £(Ip) tels que

V(t,y) € Io x R", (f(t,y),y) < 1)1+ |lylI*) (4.3.12)

alors le probléme de Cauchy (4.2.4) admet au moins une solution globale.
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Preuve : Pour la preuve, nous renvoyons a (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).

Exemple. Considérons le probléme de Cauchy suivant :

Y (t) = —y°(t) + sin(t)y*(t) + 1 sur Iy = [0, +o0 (4.3.13)

y(0) = yo donné dans IR

Le théoréme précédent peut s’appliquer avec le produit scalaire usuel de IR. En effet, on a
V(t,y) € [0,+00[xR(f(t,y),y) = —y* + sin(t)y’ +y < —y* + [yI> + [yl <1+ [y (4.3.14)

et donc il existe une solution globale sur Iy = [0, 4o00].

4.3.3 Théoréme d’unicité de Cauchy-Lipschitz

La notion d’unicité de la solution du probléme de Cauchy peut étre précisée de la facon

suivante :

Définition 4.3.5 On dit que le probléme de Cauchy (4.2.4) admet une solution et une seule s'il

admet une solution globale et si toute solution locale est la restriction de cette solution globale.
O

Le théoréme suivant est un théoréme fondamental d’unicité de la solution:

Théoréme 4.3.5 On suppose que [ est de la forme [ty,t9 + 1] ou [tg,to + T[ ou [tg, +00], que
f est continue sur Iy x IR™ et qu'il existe une fonction | € £!(Iy) telle que

vt € IOa\v/yVZ € ]R'n’ <f(t7y) - f(t? Z)vy - Z> < l(t)Hy - Z||2 (4315)

alors le probléme de Cauchy (4.2.4) admet une solution et une seule.
U

Preuve : L’existence est basée sur le théoréme 4.3.4. Pour la démonstration de l'unicité, on
renvoie & (CROUZEIX & MIGNOT, 1992).
O

Le Théoréme de Cauchy-Lipschitz est une conséquence du théoréme précédant pour des

hypothéses plus fortes:

Théoréme 4.3.6 (Cauchy-Lipschitz) On suppose que la fonction f est continue sur Iy x R”

et qu’il existe une réel L tel que:
V(t yet(t,z) € Io x R, || f(t,y) — f(t,2)[| < Llly — 2| (4.3.16)

alors le probléme de Cauchy (4.2.4) admet une solution et une seule.
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L’hypothése (4.3.16) revient simplement & ce que f soit L-lipschitzienne par rapport a y.
Donnons enfin un corollaire qui est une application directe de ce théoréme. Il concerne le cas

des équations différentielles linéaires.

Corollaire 4.3.1 (Cas des équations différentielles linéaires) Si la fonction est linéaire

par rapport & y, c’est & dire qu’elle se met sous la forme:

flt,y) = At)y(t) + b(t) (4.3.17)

et que l'application t — A(t) est continue sur [y dans ’ensemble des applications linéaires de
IR™, L(IR") et que b € CY(I) alors le probléme de Cauchy admet une solution et une seule.

Preuve : La preuve se scinde en deux cas:

1. si Iy est compact, on a

fty) = f(t,2) = A@)(y — 2) (4.3.18)

En posant L = maxey, [|A(t)| z(rn) qui existe puisque Iy est compact, on obtient que f
est L-lipschitzienne par rapport a y.

2. Si Iy, n’est pas compact, par exemple Iy = [to,to + T[, on envisage la suite de t, =
to+T — 1/n. Il existe une solution unique globale sur [to, t,] que I'on note ([to, tn], yn). On
pose y(t) = limy,— 4o y — n(t). Cette limite existe puisque pour t,, > t, y,(t) est constante.

La solution (Ip,y) est donc 'unique solution du probléme.

4.3.4 Influence des perturbations sur les données

Derriére la question de 'influence des perturbations sur les données sur une solution se cache
la notion de stabilité du probléme de Cauchy. On souhaite en effet qu’une perturbation sur les
données du probléme de Cauchy, plus précisément sur f et sur la condition initiale yy n’entraine
que des variations sur la solution y(t) qui peuvent étre maitrisées, et les plus petites possibles.

Sans la stabilité du probléme continue, il n’y a pas d’espoir de construire des méthodes
numériques (discrétes) qui soient stables.

Afin de préciser cette notion, on envisage un probléme de Cauchy dit perturbé:

Etant donnés:

— un intervalle Iy C IR,

— une fonction f, définie et continue sur Iy x IR™ & valeurs dans IR™:
— une fonction g, définie et continue de Iy dans IR"

— une élément o € IR™ et deux réels (£1,&) € IR?
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Trouver une fonction y. € C'(I) telle que

y{e(t) = f(taye(t)) +£Og(t)7Vt € IOa\v/y e IR™

(4.3.19)
Y (to) = yo + &1, tg € Iy, Condition initiale

Le théoréme suivant permet de mesurer I’écart entre une solution y du probléme de Cauchy

et une solution y. du probléme de Cauchy perturbé.

Théoréme 4.3.7 Si f est continue et vérifie:
e LN (Iy), VtelyVy,ze R (f(t,y)— f(t,2),y—2) <1y — 2| (4.3.20)

et g est continue alors le probléme de Cauchy perturbé admet une solution unique y. et

1y(£) = ye (O < l[€rel| exp(L(#)) +/ exp (L(t) = L(s))[[Sog(s) | ds (4.3.21)

to

L(t) = /t I(s)ds (4.3.22)

O

On remarque donc que la stabilité de 'opérateur est controlée par la fonction L(t) qui doit

rester “faible” pour espérer avoir une bonne stabilité du probléme.

4.3.5 Régularité des solutions

Rappelons qu’une fonction vectorielle est dite de classe C* si elle admet des dérivées partielles
continues jusqu’a ’ordre k.

On donne le théoréme suivant sur la régularité des solutions:

Théoréme 4.3.8 Si f : R"™! — IR” est de classe C*, alors toute solution du probléme de
Cauchy est de classe CFt!

Preuve : La preuve se fait par récurrence:

— k = 0, f est continue. Par hypothése, y : Iy — IR" est dérivable donc continue. Par
conséquent, y'(t) = f(t,y(t)) est continue et donc y est de classe C'.
— On suppose que le résultat est vrai a ordre k—1, alors y est au moins de classe C¥. Comme

f est de classe C¥, il s’ensuit que ' est de classe C* et donc que y est de classe CF 11,
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Calcul des dérivées successives d’une solution y en fonction de f Le calcul des dérivées

successives de y par rapport a t se fait grace aux dérivées totales de f par rapport & t. En dérivant

la relation y'(t) = f(t,y(t)), on obtient:

o) = O gy 24D

_ @&§@D+vg@w@ww>

Of(t,y(t))

= =5Vl (Lby))f (L y)

On note de maniére conventionnelle la dérivée totale de f par rapport au temps:

Of(ty(t))

f(l)(tvy) = ot

+ Vyf(t, y(t»f(t’ y)

On a donc

y'(t) = fV(t,y)

et d’'une maniére plus générale on notera la dérivée & ’ordre k:

y® () = r* V(e y)

Si on dérive une nouvelle fois cette derniére expression, on obtient :

yE @) = fW(y)

(k1)
_ %_3%ﬂ@+v¢W”wmmy@

(k1)
_ ii_éﬂﬂﬁ+vgwﬂ@w@vmw

(4.3.23)
(4.3.24)

(4.3.25)

(4.3.26)

(4.3.27)

(4.3.28)

(4.3.29)

(4.3.30)

(4.3.31)
(4.3.32)

Le calcul des dérivées totales de f par rapport & t peuvent donc se faire grice & la récurrence

suivante :

f(O)(tay) = f(tay)

(-1
fOy) = WTMJrVyf(”)(t,y)f(t,y)

y0) = Oy

4.4 Méthodes explicites de résolution

4.4.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

4.4.2 Equations différentielles linéaires du second ordre

(4.3.33)

(4.3.34)
(4.3.35)
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5.1 Introduction

Dans tout ce chapitre, on va considérer le probléme de Cauchy dans IR, c’est a dire pour des
fonctions & valeurs réelles. Les résultats et les méthodes qui sont donnés dans la suite peuvent

généraliser sans probléme dans IR". Rappelons la définition du probléme de Cauchy.

Définition 5.1.1 On appelle probléeme de Cauchy le probléme suivant :

Etant donnés:
— un intervalle Iy C IR,

— une fonction f, définie et continue sur Iy X IR a valeurs dans IR :

f:loxR — IR (5.1.1)
ty) — flty) (5.1.2)

Trouver une fonction y € C*(Ip) telle que

y'(t) = f(t,y(1),Vt € Ip, Yy € R" (5.13)
y(to) =n,to € Iy, Condition initiale o

0

On supposera que Iy est de la forme [to, to+T'] ou [tg, to+T[ avec T' > 0 ou encore [tg, +0o[. De
plus, on supposera pour simplifier que f vérifie les conditions du théoréme de Cauchy- Lipschitz,

c’est & dire
E”C,V(t,y) (t’ Z) € IO X IR? |f(tay) - f(t,Z)‘ < k|y - Z| (514)

Le but des méthodes numeériques de résolution des EDO est approcher le probléme de Cau-
chy continue en temps par un probléme discrétisé. Pour cela, on se donne une subdivision de
I'intervalle Iy, notée tg < t1 < ... < t, < ...ty et on construit une suite y,,0 < n < N d’ap-
proximation de valeurs y(t,),0 < n < N. On notera le pas de la discrétisation h,, = t,+1 — t, et
h = maxo<p<n hn.

On désignera de maniére équivalente une méthode numérique de résolution des EDO par un
schéma numérique.

Terminons enfin par la définition des méthodes & un pas:
Définition 5.1.2 On appelle méthode de résolution numérique & un pas une méthode qui s’écrit :

Yn+1 = Yn + hn(b(tna Yn, hn)
Yo =1

(5.1.5)

ot ® est une fonction continue de Ip x IR x [0, h*] avec h* > 0.
U

La méthode est dite & un pas car la valeur de ’approximation au pas ¢,+1 ne dépend que de

la valeur de 'approximation au pas de temps précédent.
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5.2 Exemples de méthodes numériques classiques

Afin de préciser les idées sur les méthodes numériques de résolution des EDO,donnons dans
cette partie quelques exemples de méthodes classiques.
5.2.1 Principe de construction

Le principe de construction des méthodes simples s’appuie sur la remarque suivante. Comme
on ’a vu au chapitre précédent, le probléme de Cauchy (5.1.3) peut étre écrit sous la forme

intégrale sur Uintervalle [t,,t,4+1],0 <n < N —1:

/tn+1 y'(t)dt = y(tnir) — y(tn) = /t " f(t,y(t))dt (5.2.1)
soit
itwe) =t + [ ale) (522)

La construction de méthodes numériques simples peut se faire en se donnant une approxima-

tion de l'intégrale

[ 5050) @ % 00,0 (529
tn

et ol y, ~ y(t,) la suite des approximations de y en t,. La suite des approximations est donc

construite par:

Yntl = Yn + hnq)(tna Yn, hn)
Yo =1

(5.2.4)

ol 7 est une approximation numérique de la condition initiale 7.

Nous verrons dans la suite que 'utilisation de formules de quadrature pour approcher 'inté-
grale (5.2.3) conduit & la construction générale des méthodes de Runge-Kutta. Donnons dans la
suite des exemples élémentaires de méthodes numériques construites de la sorte.

5.2.2 La méthode d’Euler progressive ou explicite

La plus simple des méthodes est la méthode d’Euler progressive. L’intégrale (5.2.3) est ap-

prochée par une méthode des rectangles & gauche, soit:

tna1
/t ft,y(t) dt = hpy®(tn, Yn, hn) = I f (tn, Yn) (5.2.5)

La méthode d’Euler progressive s’écrit donc:

avec la condition initiale

(5.2.7)

<

o
Il

>
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Interprétation géométrique

5.2.3 La méthode d’Euler rétrograde ou implicite

Pour la méthode d’Euler rétrograde, 'intégrale (5.2.3) est approchée par une méthode des

rectangles & droite:

tn+1
tn

La méthode d’Euler rétrograde s’écrit donc:

‘ynJrl =Yn + hnf (g1, YUnt1) ‘ (5.2.9)

avec la condition initiale

Yo =1 (5.2.10)

Cette méthode est souvent la méthode d’Fuler implicite. On constate en particulier que le
terme recherché y,.; apparait aussi au second membre. Il est donc nécessaire de résoudre a

chaque pas une équation du type:
F(ynt1) =0 (5.2.11)

Si f est linéaire, il suffit alors de résoudre un systéme linéaire & chaque pas. Si f est non linéaire,
cette équation peut étre résolue par une méthode dédiée aux systémes non linéaires (point fixe,

Newton—Raphson, etc...)
Interprétation géométrique

5.2.4 La 6—méthode

La 6—méthode est construite en généralisant les méthodes d’Euler de la fagon suivante:

Ynt1 = Yo+ ha [(1=0)F (tn,yn) + 0f (b1, ynr1)], 0 € [0,1]] (5.2.12)

Pour # = 0, on retrouve la méthode d’Euler progressive et pour 6§ = 1, on retrouve la

1
méthode d’Euler rétrograde. Pour 6§ = 57 On remarque que I'intégrale est en fait approchée par
une méthode des trapézes, et I'on appelle usuellement cette méthode la méthode de Crank—

Nicholson.

5.3 Etude générale des méthodes & un pas

5.3.1 Consistance, stabilité et convergence

Donnons quelques définitions utiles & 1’étude des méthodes numériques & un pas.
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Définition 5.3.1 On appelle erreur a 'instant ¢, de la méthode & un pas, notée e, la valeur

suivante :

€n = ’yn - y(tn)’ (531)
0

Cette définition est une définition globale de I’erreur qui mesure la précision de la methode

a un pas.

Définition 5.3.2 On appelle l'erreur de consistance a l'instant ¢,, de la méthode & un pas, notée

€, la valeur suivante:
en =Y(tn +1) —y(tn) — hn®(tn, y(tn), hn) (5.3.2)

O

Dans cette définition, il faut prendre garde a ne pas confondre la valeur exacte de y(t,) avec sa
valeur approchée par la schéma y,. L’erreur de consistance mesure & chaque pas ’erreur commise
par le schéma par rapport & une valeur exacte a ce méme temps. C’est une notion d’erreur locale

ol l'on mesure la déviation du schéma a chaque pas de temps.

Définition 5.3.3 On dit que la méthode & un pas est consistante si pour toute solution du

probléme de Cauchy, on a

N-1 N-1
li ol = 1i w 1) = y(tn) — hn®(tn, y(tn), hn)| = 0 3.
f 3 el = fmy 3 1960+ 1) = yltn) = @t ), ) (533)
U

Une autre notion importante est la stabilité du schéma. Elle permet en particulier de mesurer

les effets des erreurs d’arrondis.

Définition 5.3.4 On dit qu'une méthode a un pas est stable si il existe une constante M indé-

pendante de h telle que pour toutes suites ¥, et g, vérifiant :

Yntl = Yn+ ha®(tn,Yn, hn) (5.3.4)
Int1 = o+ ha®(tn, Ins hn) + pn (5.3.5)
on ait
N
— 0] < — 4 0.
ngxN!yn gnl < M (\yo Jol +ZO: !pn\> (5.3.6)
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Si g, est la suite des approximations de y(t,) perturbée par des erreurs, la notion de stabilité
implique que ces erreurs sur les données et sur le calcul n’implique que de faible erreurs sur
les résultats. Cette propriété est absolument nécessaire du point de vue de la mise en ceuvre
numérique. la suite p, représente les erreurs qui peuvent étre introduites a chaque pas de temps
(Erreur de troncature, d’évaluation, etc) et |yo — go| représente ’erreur sur la donnée initiale.

Enfin nous terminons ces définitions par la notion de convergence d’une méthode & un pas:

Définition 5.3.5 On dit qu'une méthode numérique & un pas est convergente si

pax en = max |y(tn) — yn| tend vers 0 (5.3.7)

lorsque h tends vers O et 7 tends vers 7.

5.3.2 Condition de convergence des méthodes 4 un pas.

Nous avons défini dans le § précédant deux notions fondamentales pour I’étude des méthodes
a un pas: la stabilité et la consistance. La stabilité garantit que les erreurs ne sont pas amplifiés
par la schéma numérique. La consistance garantit que le schéma ne s’éloigne pas trop de la
solution exacte & chaque pas. Les deux propriétés réunit permettent de conclure a la convergence

de la méthode comme nous allons le voir dans le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.1 Si f est une fonction qui vérifie les hypothéses du théoréme de Cauchy-

Lipschitz, si de plus la méthode & un pas est stable et consistante, alors la méthode est conver-

gente.
O
Preuve : Soit y, la suite donnée par la méthode & un pas:
Ynt+l = Yn+ hn(b(tm Yn, hn)7 (538)
on considére ’erreur de consistance de la méthode & un pas:
en =Y(tn +1) —y(tn) — hn®(tn, y(tn), hn) (5.3.9)
La méthode est consistance donc:
N
li =0 5.3.10
fim > o (5.3.10)

Soit z, = y(t,) la suite donnée par les valeurs de y aux points ¢,, la définition de l’erreur de

consistance donne:

Znt1 = 2n + hn®(tn, 2n, hn) + €n (5.3.11)
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que ’on peut prendre comme suite de valeure perturbées p, pour la définition de stabilité. Si la

méthode est stable, on a

N
— | = oyl < —H+ i 3.
oA |20 = ynl = max [y(tn) = yal < M (In il +}llg520: |6n|> (5.3.12)
sachant que
N
I —0 5.3.13
fm >l (5:3.13
lim [n — 7| = 0 5.3.14
lim [ — )| (5.3.14)

on obtient que:

i n) = Un| = 3.1
Jim max |y(tn) = ynl =0 (5.3.15)

La méthode est donc convergente.
O

L’étude de la convergence des méthodes numériques pour les EDO est le plus souvent ramené
a 1’étude de la consistance et de la stabilité. Donnons des conditions de consistance et de stabilité

des méthodes numériques.

Théoréme 5.3.2 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une méthode & un pas soit

consistante est que

®(t,y,0) = f(t,y) (5.3.16)

O

Théoréme 5.3.3 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une méthode & un pas soit

stable est qu’il existe une constante A telle que:
Vt € [to, to + T1,Vy,z € R,Yh € [0, h*],|®(t,y,h) — ®(t,z,h)| < Aly — 2] (5.3.17)
La constante de stabilité est alors donnée par
M = exp(AT) (5.3.18)

0

5.3.3 Ordre d’une méthode a un pas

Afin de préciser la notion de consistance, on introduit la notion d’ordre d’une méthode a un

pas:
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Définition 5.3.6 On dit qu'une méthode & un pas est d’ordre p si il existe une réel K indépen-

dant de y et de ® tel que:

N
> len] < KnPH! (5.3.19)
0

O

Si l'on introduit cette définition pour un schéma stable dans la théoréme de convergence,
on constate que la précision est d’autant meilleur que l'ordre est élevé. Le but des paragraphes
suivants est de construire des méthodes d’ordre plus élevé pour un pas de discrétisation donné.
5.3.1 Note de Rédaction
Ajouter le calcul de 1l’erreur globale et le choix du pas de temps (DEMAILLY, 1996).

Avant cela donnons un théoréme qui fournit une condition pour qu’un schéma soit d’ordre

voulu :

Théoréme 5.3.4 On suppose que f est (p—1) fois différentiable dans Iy X IR et que les fonctions

op e , , . T
N TRy existent et soit continues dans Iy x IR x [0, h*], alors une condition nécessaire
et suffisante pour que la méthode soit d’ordre p est que
' 1
V(t Iop x R, = (t,4,0) = —— fO(¢ 0<i<p-1 5.3.20
(7y)6 0 X aahl(aya) l—|—1f (’y)v S0P ( )

af =D (¢
f (,y)Jr

ot fO(t,y) désigne la dérivée totale par rapport a t, cest a dire fU(t,y) = 5

Vo S y) f(ty)
U

Ce dernier théoréme conduit & la construction des méthodes de Taylor que nous allons exposer

dans la suite.

Ordre de la méthode d’Euler progressive

5.3.2 Note de Rédaction
A compléter

5.4 Les méthodes de développement de Taylor

Dans les méthodes de développement de Taylor, on choisit ¢ de la maniére la plus simple

pour respecter les conditions (5.3.20), soit:

he) LAY
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Supposons en effet que f est de classe CP, comme nous ’avons vu au chapitre précédent, une

solution y du probléme de Cauchy est de classe CP*! et sa dérivée d’ordre k s’écrit :

y® () = fED(t,y) (5.4.2)

Le développement de Taylor de y d’ordre p autour de t,, conduit donc a

P
1
y(tn+hn) = y(ta) +Y k'hny(k)( )+ o(hR) (5.4.3)
k=1
"1
= ylta) + D s "V () + o) (5.4.4)
k=1
La méthode de Taylor d’ordre p consiste a remplacer y par son développement de Taylor &
l'ordre p:
{yn+1 =Un+ D peq Hhﬁf(’“_l)(tn, Un) (5.4.5)

On constate que d’aprés les définitions des méthodes & un pas, cet algorithme correspond au

choix :
®(t,y,h Z k‘hk Lrke=D(t ) (5.4.6)

Pour se convaincre que la méthode de Taylor est effectivement d’ordre p, il suffit de calculer

D’erreur de consistance:

p
en = yltnsn) = lt) = D A FE Dt y(0n)) (547)
k=1
p
= Yl ha)) — y(t) — S oy 1) (549
k=1
La formule de Taylor & I'ordre p 4+ 1 donne:

e&n = ﬁhﬁ“yw“)( n) + +o(hit) (5.4.9)

N ﬁhﬁ“ﬂ’“)(tn, Yn) + +o(hh) (5.4.10)

On peut noter que pour p = 1, on retrouve la méthode d’Euler progressive.

Remarques La méthode souffre de deux inconvénients majeurs qui font qu’elle est rarement
utilisée pour p > 2:

1. La calcul des dérivées totales f(*) (tn,yn) est souvent complexe et coliteux en temps de
calcul. De plus, ces dérivées ne sont pas forcément connue méme si ’on se doute que
I’évolution est souvent suffisamment réguliére.

2. La méthode suppose une forte régularité de f. Dans la pratique, méme si f est théori-
quement réguliére, la méthode est limitée par des forts gradients gradient qui rendent le

probléme raide.
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5.5 Les méthodes de Runge—Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta sont stirement les méthodes & un pas les plus largement
répandues pour la résolution numérique des EDO. Nous allons en présenter les principes de

constructions et en donner quelques exemples.

5.5.1 Principe de construction

L’idée des méthodes de Runge-Kutta est de calculer par récurrence les points (ty41, Yn+1) &
chaque itération en utilisant des points intermédiaires (ty ;, Yn i)-
Pour cela on définit des points intermédiaires dans l'intervalle [t,,t,+1] de la maniére sui-

vante:
tni =1ty +cihn,1 <i<gq,c €[0,1] (5.5.1)
A chacun de ces points intermédiaires, on associe la pente p,; définie par:
Pni = f(tnirYni) (5.5.2)

Si y est une solution du probléme de Cauchy, on a grace au changement de variable t = t,4+uh,

tn,i
Y(tni) = y(tn) + t f(ty(t))dt (5.5.3)
= y(t) + hn / (b + whn, (b + why)) du (5.5.4)
0
De méme, on a
1
Y(tnt1) = yl(tn) + hn/o [ty + uhy, y(tn + uhy)) du (5.5.5)

Pour calculer les points (tni,yni), on se donne une formule de quadrature pour chaque

1=1,2,...,q:

/0 Cowdur Y agele). (@) (5.5.6)

1<j<i

De méme pour calculer, le point (41, ¥yn+1) on se donne une formule de quadrature:

1
/0 gwydu~ Y bigle), (@) (5.5.7)

1<j<q
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En appliquant ces méthodes a g(u) = f(t, + uhy, y(t, + uhy,)), il vient :

Y(tni) = ylta) +hn > aijf(tn + cihn, yn + cihn) (5.5.8)
1<5<i

~ y(tn) +hn Z aijf(tn,jayn,j) (559)
1<5<e

~ y(tn) + hn Z @ijPn,j (5.5.10)
1<5<e

Y(tnt1) = y(tn) +hn Z bjf(tn + ¢ihn, yn + ¢jhn) (5.5.11)
1<j<q

~ y(tn) +hn Y bipn (5.5.12)
1<j<q

La méthode de Runge—Kutta correspondante est donc définie par la récurrence suivante:

tni = tn + cihn,

Yni = Yn + hn Zlgjgz‘ @ijPn,j pour 1 <i<gq

Prj = f(tnj: Yns) (5.5.13)
tny1 = tn + hn,

(Yn+1 = YUn + hy, ZISqu bjpn.j

Les méthodes de Runge—Kutta sont définies entiérement par les données:
1. des points intermédiaires, c’est a dire des ¢;,1 < i <g¢q
2. de la formule de quadrature (5.5.6), c’est & dire des a;;,1 <i<¢,1<j <1

3. de la formule de quadrature (5.5.7), c’est & dire des bj,1 < j <gq
On les représente conventionnellement par le tableau 5.1. La méthode de Runge-Kutta est dite
explicite si les termes diagonaux des la matrices A = [a;;] sont nuls. Dans les autres cas, il s’agit

de méthodes explicites ot ils faut résoudre une équation non linéaire pour obtenir y, ;. On ne

considérera dans la suite que des méthodes de Runge-Kutta explicite.

On suppose de plus généralement que les formules de quadrature (5.5.6) et (5.5.7) sont au

moins d’ordre 0. Cette implique que

C; = Z al-j, Z 1= bj (5514)

1<j<i 1<j<q

En particulier, on aura toujours pour les méthodes de Runge—kutta explicite:

¢ =0, tn,l = tn, Ynl1 =Yn, DPn1= f(tn,yn) (5.5.15)
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(Q1) c1 ai 0 ... 0 0
(QQ) C2 an a9 .. 0 0
(Qg—1) €g—1 | Gg—11 Gg—12 ... ag—1g-1 O
(Qq) Cq Qq1 Qg2 . Agg—1 Qqq
Q) by bo . .. by

TAB. 5.1 — Tableau de représentation d’une méthode de Runge—Kutta

5.5.2 Exemples

Exemple 1: Méthode explicite avec ¢ = 1 Le seul choix possible pour une méthode

explicite est ¢; = 0,a11 = 0,b; = 1 soit le tableau suivant :

010
1
La méthode est donc donnée par
¢
tn1 = tn,
Yn,1 = Yn
Pt = f(tn1,Yn,1) (5.5.16)
tht1 = tn + hn,
| Yn+1 = Yn + hapnt = Yn + b f (tn, yn)

On reconnait donc la méthode d’Euler progressive.

Exemple 2: Méthode explicite avec ¢ = 2 Pour ¢ = 2, on considére un tableau de la

forme
0 0 0
a a o oua€]0,1]
1 1
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Dans ce cas, ’algorithme s’écrit :

Pn1 = f(tm yn)
tn,2 =ty + ahy,

Yn,2 = Yn + ahnpn,l
(5.5.17)

Pn2 = f(tn2,Yn2)
tn+1 = 7fn + hna

1 1
Yn+1 = Yn + hn |:<1 - %) Pn,1 + <%> pn,2:|

Sous forme condensée, I'algorithme peut s’écrire :

Yntl = Yn + hn |:<1 - %) f(tnayn) + <%> f(tn + ahnayn + ahnf(tnayn)):| (5'5'18)

Cette forme condensée n’est généralement pas utilisée car elle est moins efficace que 1’algorithme

précédent que ne nécessite que deux évaluations de f au lieu de 3.

Les cas particuliers suivants sont particuliérement utilisés :

*a=g,on trouve alors la méthode du point milieu :

1 1

qui est basée sur la méthode d’intégration du point milieu:

/O o) du ~ g (%) (5.5.20)

e o =1, on trouve alors la méthode de Heun:

1 1
Yntl = Yn + Iy |:§f(tn7 yn) + §f(tn+17 Yn + hnf(tna yn) (5-5-21)

qui est basée sur la méthode d’intégration des trapézes:

/01 g(u)du ~

Exemple 3: Méthode explicite classique de Runge—Kutta avec ¢ = 4 1l s’agit de la

(9(0) +9(1)) (5.5.22)

DN | —

méthode classique lorsque 1'on parle de “la” méthode de Runge—kutta. Elle est donnée par le
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tableau suivant :

)
)
@)
)
)

111

-/ - 0 0 O
2|2
10100
2 2

—
)
—_
)
)

L’algorithme correspondant s’écrit sous la forme suivant :

( (

Pn1 = f(tn,yn)
1
tn,Z =ty + §hna
1
Yn,2 = Yn + §hnpn,1
Pn2 = f(tn2,Yn2)
1
Yn,3 = Yn T §hnpn,2

Pn3 = f(tn2,Yn3) mnoter que t,3 =1tn2

tna =1tn +hy, noter que t,3 =ty

Yn,d = Yn + hnpn,BpnA = f(tn,4, yn,4)
lnt1 =1n + I

2
6

2 1
Epn,B + =DPn.4

Pn,2 + 6

1
Yntl = Yn + I, épn,l +

(5.5.23)

On verra plus lion que c’est une méthode d’ordre 4 qui s’appuie sur les formules d’intégration

suivante :

1
P 1
(Q2) /QQ(U) duwig(()) rectangle & gauche
0% 11
(Q3) / g(u)duwig(i) rectangle & droite
0
! 1 1
(Qa) /Q(U)du%—g(—) point milieu
0 2749
1 1 2 1. 2 1. 1
@ [ gt du gal0)+ Gag) + ga() + o) Simpson

(5.5.24)
(5.5.25)
(5.5.26)

(5.5.27)
(5.5.28)
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5.5.3 Stabilité des méthodes de Runge—kutta

Pour résumé, les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes données par:

Yntl1 = Yn+ hnq)(tna Yn,s hn) (5.5.29)
avee ®(tn,Yn,hn) = Y bjpn, (5.5.30)
1<j<q
(5.5.31)
La fonction ®(¢,y, h) est donnée de maniére explicite par :

Sty h) = > bif(t+cihy)) (5.5.32)

1<5<q
yi=y+h Z aij f(t+ cjh, y;) (5.5.33)

1<5<i

On constate que les méthodes de Runge-Kutta sont bien des méthodes a un pas.

Pour démontrer la stabilité des méthodes de Runge-Kutta il faut reprendre les conditions du
théoréme 5.3.3 et les démontrer pour ®. En supposant une fois de plus que f est k-lipschitzienne
par rapport & y, on aboutit au théoréme suivant :

Théoréme 5.5.1 Les méthodes de Runge-Kutta sont stables, avec une constante de stabilité

égale a

S = exp(AT) (5.5.34)

avec A = k Y [bj| (L+ (akh)+...+ (akh)’™"), a=max| Y l|ay|| (5.5.35)

7

1<j<q 1<5<i
O
Preuve : On renvoie & (DEMAILLY, 1996).
O
Remarque Dans le cas fréquent ol les coefficients, b; sont positives, on alors:
A = k(1+ (akh)+...+ (akh)’™1), (5.5.36)

Si de plus les coefficients a;; sont positifs, alors on a o = max; ¢;. dés lors lorsque h est petit

kT

devant 1/ak, la constante de stabilité est donc e"* ce qui est pratiquement la borne inférieure

pour cette constante. Les méthodes de Runge—Kutta sont généralement trés stables.

5.5.4 Ordre des méthodes de Runge—kutta

La détermination de l'ordre des méthodes Runge-Kutta se fait par l'intermédiaire par I’ap-
plication du théoréme 5.3.4. Il convient donc de calculer les dérivées successives de ®(t,y,0) par
rapport & h & partir de 'expression (5.5.32).

Ces calculs sont généralement longs et pénibles, on peut tout de méme les réaliser & titre

d’exemples pour les premier ordre.
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Ordre > 1 La condition du théoréme 5.3.4 porte sur ®(¢,y,0) or

O(t,y,0) = > bif(t.y) = f(t,y) (5.5.37)

1<5<q

et donc la condition est bien vérifiée. Les méthodes de Runge—kutta sont donc au moins d’ordre
> 1.

Ordre > 2 La condition du théoreme 5.3.4 porte sur W qu’il faut calculer :
O%(t,y, h) > ( Of(t+cjhyy;) | Of(t+cjhy)) 6yj>
— 7 = b; + -, (5.5.38)
oh 1S ot oy oh
dy; T Of(t+cihy;)  Of(t+cjhy;)dy;
- = aijf(t + Cj h, yj) + h Z aij (Cj + e
oh VL V5L ot oy oh
(5.5.39)
soit en h = 0, on obtient :
Jy;
h=0 1<5<i
00(t,y, h) 0f(t.y) | 9f(t.y)
_— = .5.41
8h he0 Z b] J ( 0y f(t7y) ’ (5 5 )
1<5<q
= | D b | M) (5.5.42)
1<j<q

On constate que la méthode de Runge—Kutta est au moins d’ordre > 2 si et seulement si

1
Z bjCj = 5 (5543)
1<5<q
On peut remarquer que le choix qui a été fait dans 'exemple 2 du § 5.5.2 était le seul possible

pour obtenir une méthode d’ordre 2.

Ordre > 3 et Ordre > 4 Nous n’allons pas faire les calculs explicites des conditions d’ordre
de méthodes de Runge-kutta. Nous allons simplement donné un théoréme qui rassemble ces

conditions jusqu’a l'ordre 4:

Théoréme 5.5.2 La méthode de Runge-Kutta définie par le tableau 5.1 des coefficients c;, b;, a;;
est

e d’ordre > 2 si et seulement si

1

1<j<q
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e d’ordre > 3 si et seulement si

1 9 1 1
Z bjej | =5 Z bicj | =3 Zbﬂz‘j%‘ =g
1<j<q 1<j<q 1,J

e d’ordre > 4 si et seulement si

1 1 1
Z bjCj = 5, Z bjC? = 5, Z bjc}g? = Z,

1<j<q 1<j<q 1<j<q

1 1 1
Z bjal-jcj = 6’ Z bjaijc? = E, Z biciaijcj = g,
i, i, 1,J

5.6 Controle du pas de temps

5.6.1 Principe générale du controle

5.6.2 Applications aux méthodes présentées.

(5.5.45)

(5.5.46)

(5.5.47)

(5.5.48)
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6.1 Introduction

On s’intéresse toujours & la résolution du probléme de Cauchy par 'intermédiaire d’un schéma
discret qui fournit des valeurs approchées y,, pour une subdivision de I , t,,0 < n < N.

Nous avons vu que dans les méthodes & un pas, la valeur de y,, était uniquement déduite de
la valeur approchée y,, a Uinstant précédent. L’idée des méthodes a pas multiples (dites aussi
multipas) est d’utiliser des valeurs approchées sur un certain nombre d’instants précédents. Plus

précisément, donnons la définition d’'un méthode & pas multiples:

Définition 6.1.1 On appelle une méthode numérique a r + 1 pas toute méthode numérique

pouvant se mettre sous la forme:
Yn+1 = \I](tna Yn, hna tnfla Yn—1, hnfla sy tnfla tnff', Yn—r, hn,T) (611)
O

L’intérét de ces méthodes vient du fait que I’on peut obtenir un ordre élevé de précision avec
un colt de calcul plus faible que les méthodes complexes & un pas de type Runge-Kutta. L’idée
est de substituer le calcul des pentes sur des valeurs intermédiaires & un pas par les résultats des
approximations au pas de temps précédent. L’un des problémes essentiels dans ces méthodes est
qu’il faut cependant, s’assurer que la stabilité numérique reste suffisamment bonne.

Avant de présenter quelques types de méthodes & pas multiples, il est important de noter que
le démarrage d’'une méthode & pas multiples n’est pas aussi simple que les méthodes a un pas.
Le premier point (yo,to) étant en général donné ’algorithme ne peut démarrer que si les valeurs
yi, 1 < i < r ont déja été calculé. Ceci se fait généralement & 'aide de méthode & un pas comme

les méthodes de Runge-kutta d’ordre égal a celui de la méthode a pas multiples utilisées.

6.2 Exemples classiques

On donne dans cette partie deux exemples classiques de méthodes a pas multiples.

6.2.1 La méthode de Nystrom

La méthode de Nystrom & pas constant se définit par ’algorithme suivant :

Yntl = Yn—1+ thn,n <1

Jnr1 = f(Wnt1,tns1)

Il s’agit d’'une méthode a deux pas t,,t,—1 dont il est possible de prouver qu’elle d’ordre 2.
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6.2.2 La méthode de Milne
La méthode de Milne & pas constant se définit par ’algorithme suivant :

8 4 8
yn+1:yn73+h gfn_gfn71+§fn72 ,n<3

bt = bt B (6.2.2)
Jnt1 = f(Ung1,tns1)

Il s’agit d’une méthode a quatre pas dont il est possible de prouver qu’elle d’ordre 4.

6.3 Etude générale d’une classe de méthodes & pas multiples

On donne dans cette partie les définitions de consistance, d’ordre et de stabilité des méthodes
a pas multiples. Il s’agit principalement d’étendre le définitions vues au chapitre précédent.
6.3.1 Erreur de consistance et ordre

Définition 6.3.1 Soit y une solution exacte du probléme de Cauchy, on appelle erreur de consis-

tance de la méthode & r + 1 pas, notée €, la valeur suivante:

€n = y(thrl) - \Ij(tn, y(tn)a hn, th—1, y(tnq), -ty tn—1, th—r, y(tnfr)a hnfr) (631)

O
Définition 6.3.2 On dit que la méthode & pas multiples est consistante si
N-1
lim nz;) len] =0 (6.3.2)
O

Définition 6.3.3 On dit que la méthode & pas multiples est d’ordre p, si il existe un réel K tel

que

N-1

> Jen| < KB (6.3.3)
n=0

6.3.2 Stabilité

Définition 6.3.4 On dit qu’une méthode & r+ 1 pas est stable si toutes suites y,, et g, vérifiant:

Ynd+1 = Yn T+ hnq)(tnfi,ynfia hnfi; 0<:i< 7’), r<n<N (634)
Uny1 = Un+ hnq)(tn—i7:gn—ia hn—i;0 <4 < T) +pn, T<n<N (635)
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il existe il réel M tel que:

Jmax [y —gn| <M | max [yn — G|+ Y |onl (6.3.6)
- - r<n<N
O
6.4 Les méthodes d’Adams-Bashforth a » + 1 pas (AB, 1)
6.4.1 Principe
Si y est un solution du probléme de Cauchy, on écrit :
tn+1
twn) = yita) + [ (o) d (6.4.1)
tn

Supposons que pour 0 < ¢ < r, on est déja calculé les valeurs approchées de y aux ins-
tants t,—;, Yn—; et les valeurs approchées des pentes f,,—; = f(tn—i, yn—i). L'idée de la méthode
d’Adams-Bashforth est d’approximer la f entre ¢, et t,,41 par son polynéme d’interpolation aux
points (tn—i, Yn—i)-

Notons ce polynoéme p,, ,(t). C’est un polynéme de degré, r qui s’exprime d’aprés la définition

de l'interpolation de Lagrange:
T
pnﬂ“(t) = Z fnfiLn,i,r(t) (642)
i=0

ou Ly ;, sont les polynomes de base de Lagrange donnés par:

T

t—tn_j
L) = ]] = (6.4.3)
i=0g#3 "t

L’équation (6.4.1) peut donc étre approchée par :

tn+1 r
W) = w4 [N faibnar®de (6.4.4)
tn =0
r tn+1
~ y(tn) + Z/ Ln,i,r(t) dtfn—i (645)
i=0 7tn
~ y(tn) + hn Z bn,i,rfn—i (646)
i=0

avec

1 tn+1
bn7i’r - h_/ Ln7i77»(t) dt (6.4.7)
tn
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L’algorithme d’Adams-Bashforth & r + 1 pas, noté en abrégé AB, 1 s’écrit donc:

1 tn+1
bn,i,r = h_ Ln,i,r(t) dt
n Jt,
Yn+1 = Yn + hn Z::() bn,i,rfn—i (6.4.8)
tn—l—l =ty + hn
fn+1 = f(thrl’ynJrl)

Remarques

1. Les coefficients b, ; ,, ne dépendent que de la subdivision. Ils peuvent donc étre calculés a
I’avance si la subdivision est connue & ’avance par exemple si le pas est constant. Dans ce
dernier cas, il ne dépendent plus de n et on les notes b; . On donne dans le tableau 6.1 les

valeurs de ces coefficients pour des valeurs faibles 7.

2. Un des intérét de la méthode, outre sa relative simplicité est le gain en temps de calcul.
A la différence des méthodes & un pas de type Runge-Kutta, on ne fait qu'une évaluation
de f par incrément de temps. On se sert des pentes déja calculées au pas précédent plutdt

que de calculer des pentes intermédiaires.

r bo,r b1 ba b3 by Br = > o<i<r iy
0 1 1

1| 32 ~1/2 2

2| 23/12  —16/21  5/12 3,66..

3| s55/24  —59/24  37/24  —9/24 6, 66..

4| 1901/120 —1387/360 109/30 —637/360 251/720 12,24..

TAB. 6.1 — Coefficient b;,, des méthodes de Adams-Bashforth pour de faibles valeurs de r et un

pas constant

Exemples

e r = 0, le polynéme d’interpolation p, ¢ est donc un polynéme de degré 0 qui interpole f

en t, soit:

pn,O(t) = f(tna yn) = fn (649)
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L’algorithme est donc le suivant :

Yn+1l = Yn + hnfn (6.4.10)

et ’on reconnait bien sur ’algorithme de Euler progressive.
e 7 = 1, le polynéme d’interpolation p, 1 est donc un polynéme de degré 1 qui interpole f
en (ty, fn) €t (tn—1, fn_1) soit:

t—1n_1 t—1,
Pna(t) = P— 1fn—t — 1fn_1 (6.4.11)
= ﬂﬂr%(t—tn) (6.4.12)
n — n-1

Le calcul des coefficients se fait en intégrant ce polynoéme sur [t,, t,41]:

tnt1 tnt1 fn - fnfl
/ prna(t)dt = / font+ —————(t—t,)dt (6.4.13)
tn ’ tn tn - 7fnfl
n - Jn— 1 tn+1
= a4 In It [—(t - tn)2] (6.4.14)
hn_1 2 6
fn - fn—l 1 2
= hn n 7—}1 .4.1
fn + o, 2 (6.4.15)
h h
= hy|(1 ) o= o fae 4.
(14 502 ) 1o o (6.4.16)
on a donc
hn hn
b, =1 , bp_1 = 4.
+ h 1 ST (6.4.17)
L’algorithme s’écrit donc:
h h
n = Yn hn 1 = n — n—
Ynt1 =Yn + [( +2hn_1>f th_1f 1}
fnv1 = f(tng1, Unt1)
Dans le cas ot le pas est constant égal & h, on retrouve bien:
3 1
(6.4.20)

6.4.2 Erreur de consistance et ordre des méthodes AB,

Le théoréme suivant caractérise I’ordre et donc la consistance des méthodes d’Adams-Bashforth.

Théoréme 6.4.1 Les méthodes d’Adams-Bashforth AB, 1 sont d’ordre r + 1.

Preuve : Voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992)
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6.4.3 Stabilité des méthodes AB,

La stabilité est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 6.4.2 On suppose que f est k-lipschitzienne en y et que les sommes Zogz‘gr b4 |

sont majorées indépendamment de n par une constante 3, :

ﬁr = Inax Z |bi,n,r| (6421)

0<i<r

alors la méthode d’Adams-Bashforth AB, ;1 est stable et la constante de stabilité est donnée par
M = exp(6,-kT) (6.4.22)
O

Preuve : Voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992)

Remarque Pour que la méthode amplifie les moins possibles les erreurs, on souhaite que la
constante de stabilité soit la plus faible possible. Cette constante dépend de k et de 1" qui sont des
données du probléme et de la constante majorant les coefficients, (.. Cette constante est donnée
pour de faibles valeurs de r dans le tableau 6.1. On constate qu’elle croit trés vite avec 7 et ceci est
résultat général. Il s’ensuit que les méthodes sont de moins en moins stable lorsque 1’on augmente
Iordre. Ce défaut de stabilité constituent le principal défaut des méthodes d’Adams-Bashforth
AB;1 qui sont rarement utilisées pour de grandes valeurs de r.

Nous allons voir dans la suite des méthodes pour pallier ce défaut.

6.5 Les méthodes d’Adams-Moulton a r + 1 pas (AM, 1)

6.5.1 Principe

Le principe de construction des méthodes d’Adams-Moulton est identique & celui des mé-
thodes d’Adams-Bashforth. La différence majeure est que l'on réalise une interpolation en in-
cluant le point (t,41, fnt+1)-

On considére le polynome pj, ,. de degré r + 1 qui interpole les points (t,—;, frn—i), —1 <@ <7

p;,r(t) = Z fnfiLn,i,r(t) (651)

i=—1
ot Ly ;, sont les polyndomes de base de Lagrange donnés par:
T

Loty= [[ i (6.5.2)

tn—i — tn—j
j=—vj#i Tt
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L’équation (6.4.1) peut donc étre approchée par :

T

tn+1
y(tn+1) =~ y / Z fn z n,z,r (653)

i=—1
r tn+1
~ oylta)+ Y / L i (t) dt fro—i (6.5.4)
i=—1"1n
~ )+ hn Z b iy fri (6.5.5)
i=—1
avec
1 tn41
b;ir = _/ Ln,i,r(t) dt (656)
3 hn t

L’algorithme d’Adams-Moulton & r + 1 pas, noté en abrégé AM, , s’écrit donc:

1 tn+1
brir =7 [ Lnrlt)
n n

Yn+1 — hnb;,—l,rf(thrl’ynJrl) =Yn + h Zz 0 n J rf” ( (657)
tn-l—l =1n+ hn

[ fr+1 = f(tnt1, Yns1)

Remarques

1. Le calcul des by, ; . peut la aussi étre calculés a 'avance si le pas de temps est constant
et égal & h. On donne les valeurs de ces coefficients pour de faibles valeurs de r dans le

tableau6.2

2. Contrairement aux méthodes d’Adams-Bashforth, les méthodes AM, 1 sont des méthodes
implicites. Il est donc nécessaire de résoudre une équation, éventuellement non linéaire a
chaque incrément. En regle général, on utilise une méthode itérative métrique basée sur le
théoréme du point fixe. Pour avoir une application contractante, dans I’hypothése ol f est

k—lipschitzienne, il est nécessaire que le pas de discrétisation maximum, hy,q, vérifie:

1
homaz < e S Inax|bmr| (6.5.8)

6.5.2 Exemple

Considérons 'exemple le plus simple des méthodes d’Adams-Moulton pour r = 0. Le poly-

nome d’interpolation pj, o interpole les points ¢y, fn €t tn41, fnt1. Il s’écrit donc:

Pro(t) = fn+ Jnt1 = f”(t—tn) (6.5.9)

tn+1 —tn



6.5. Les méthodes d’Adams-Moulton a r + 1 pas (AM,41) 99
r by, b5, b1, b3 b3, b | BF = Z—lgigr |b;,7" Bri1
0| 1/2 1/2 1 2
1] 5/12 2/3 ~1/12 1,16.. 3,66..
2| 9/24 19/24 —5/24 1/24 1,41.. 6, 66..
31 251/720  323/360 —11/30  53/360 —19/720 1,73.. 12,24..
3| 95/288 1447/1440 —133/240 241/720 —173/1440 3/160 2,34.. 22, 14..

TAB. 6.2 — Coefficient bl*’r des méthodes de Adams—Moulton pour de faibles valeurs de r et un

pas constant

Son intégration conduit donc &

tn+1 _ 1
/ prot)dt = frhn + %ihi
tn n
1
= §hn [fn—i—l +fn]
On a donc

1 1

bn,—1,0 = o bno0 = 3

La méthode s’écrit donc:

1
Yn+1 = Yn + §hn [fn—i—l + fn]

On reconnait la méthode de Crank-Nicholson.

6.5.3 Consistance et stabilité

(6.5.10)

(6.5.11)

(6.5.12)

(6.5.13)

Théoréme 6.5.1 Les méthodes d’Adams-Moulton AM,. 1 sont d’ordre r + 2.

Preuve : Voir (CROUZEIX & MIGNOT, 1992)

O

Théoréme 6.5.2 Sous réserve que la condition de convergence (6.5.8) de la méthode itérative

soit remplie, la méthode d’Adams-Moulton & r+1 pas AM,1 est stable. Sa constante de stabilité

est donnée par:

BrkT )

M = -t
P (1 - 'Y:khma:r

(6.5.14)
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ou

Br=max » [bf,,| (6.5.15)

—1<i<r

Remarques

1. Pour Ay, < on retrouve que M ~ exp(3*kT). La comparaison a un ordre identique

1
k~y, *’
entre Is methodes d’Adams-Bashforth et les méthodes d’Adams-Moulton montrent que ces

derniéres sont beaucoup plus stables.

6.6 Les méthodes prédicteur-correcteur PECE

L’idée des schémas PECE est de construire des schémas aussi stables que les schémas
d’Adams-Moulton mais en évitant les problémes liés & la résolution d’'une équation non-linéaire

a) chaque incrément.

6.6.1 Principe

Le principe de construction des méthodes de prédiction-correction est le suivant. On se donne
une prédiction de la valeur y,1, notée py,+1 donnée par un schéma explicite. Cette valeur est
ensuite utilisée dans un schéma implicite, comme le schéma d’Adams—Moulton pour réaliser une

correction. Plus précisément, on obtient 1’algorithme suivant :

(P) prédiction pyp4+1 = ... (& partir des yn—i, fn—i, 0 < i < r schéma explicite )
(E) évaluation  pfoi1 = f(tns1,PYn+1)

(6.6.1)
(C)  correction  Yni1 = Yn + hn D ig b i frmi+ haby 4 Dfns1,  AMpia

(E) évaluation  fry1 = f(tn+1, Ynt1)

On constate bien qu’a travers cette algorithme que le schéma obtenue est explicite.

Remarques
1. Nous avons utiliser un schéma d’Adams-Moulton pour réaliser I’étape de correction. On
peut cependant utiliser n’importe quel schéma implicite.
2. le démarrage de ce type de méthode nécessite comme pour toutes les méthodes & pas

multiples le calcul préalable des points y;, f;,0 < i < r.
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3. Le coiit de calcul des méthodes de prédiction-correction basée sur un schéma d’Adams-
Moulton est environ le double de celui d’une méthode d’Adams-Bashforth de méme ordre.
Nous verrons par contre que sa stabilité est bien meilleur. Ce cotit de calcul reste cependant

moindre que celui des méthodes Runge-Kutta sophistiquées d’ordre > 3

6.6.2 Ordre et stabilité des schémas PECE

L’étude de ’erreur de consistance pour les schémas PECFE conduit aux résultats suivants:

1. L’influence du choix prédicteur est nettement moins important que celui du correcteur.

2. Sil’on choisit un schéma prédicteur d’ordre r+1 et un correcteur d’ordre r+ 1, par exemple
AM, 1, le schéma PECE est alors d’ordre r + 2.

Une étude de la stabilité montre que 1’on conserve les propriétés de stabilité des schémas

d’Adams-Moulton pour une constante de stabilité équivalente.

6.6.3 Exemples
Prédicteur d’ordre 1 (Euler) et correcteur d’ordre 2 (Crank-Nicholson) L’algorithme
est donné de la maniére suivante:
(P) pYnt1=Yn+ hnfn
(E) pfn+1 = f(thrl,pynJrl)
(6.6.2)

1
(C) Yn+1 = Yn + §hn [fn + pfn—f—l]

(E) fn+1 = f(tn+1,yn+1)

Cet algorithme coincide avec la méthode de Heun, qui n’est autre qu'une méthode de Runge—
Kutta définie par:

N |
N | —
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Prédicteur d’ordre 2 (Nystrom a pas constant) et correcteur d’ordre 3 (AM,3)

(P) pYynti=Yn—1+2hfy

(E) pfos1 = f(tnr1, PYni1)
(6.6.3)

5 8 1
(C) Yn+1 = Yn + h Epfn-l-l + Efn - Efn—l

(E)  far1 = f(tns1,Yns1)
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Annexe A

Evaluation d’un polyndéme grace au

schéma de Horner

Considérons un polynéme p,,, de degré inférieur ou égal a n, a coefficients réels, i.e., p, € P.
L’objet du schéma de Horner est d’évaluer ce polynéme en un point de la droite réelle z. Une

méthode naive consiste a effectuer I’algorithme 3

n
Algorithme 3 Calculer p,(z) = Z a;z" — Méthode naive
i=0

Require: n,z,0;,0<i<n

n
Ensure: p = Zaizi
=0
p—ao
g1
fori=1tondo
q—q*=z
P p+agq

end for

On constate que 1’on effectue a chaque itération, deux multiplications et une addition. Nous

allons donner dans la suite une méthode plus efficace pour évaluer le polynome.

A.1 Schéma de Horner sur la forme canonique

Considérons la forme canonique du polynéme p,,, évalué au point z:

pn(z) =ap+ a1z + asz’ + ...+ apz" (A.1.1)

1
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On remarque que ce polyndéme peut se factoriser sous la forme suivante:

pn(2) = ag+z[ar+asz+ ... +apz"? (A.1.2)
= ap+z[a1+z[az+ ...+ apz"?] (A.1.3)
= ao+zlar+zlag+z[...+ za,]...]] (A.14)

A partir de cette remarque, on peut définir I’algorithme de Hérner qui s’écrit de la maniére

suivante :

Algorithme 4 Calculer p,(z) = Z a;z' — Schéma, de Horner
i=0

Require: n,z,a;,0 <i<n

n
Ensure: p(z) = Zaizi
i=0
D an
fori=n—1to0do
p<—zp+a;

end for

On remarque dés lors qu’on effectue plus qu’une addition et une multiplication a chaque
étape.Hormis le gain substantiel en temps de calcul, le schéma de Horner a de bonnes propriétés

concernant les erreurs d’arrondis.

A.2 Schéma de Horner sur la forme de Newton

De la méme maniére, le schéma de Horner peut étre étendu a la forme de Newton du polynome
d’interpolation. Considérons le polynéme p,, € P,, qui interpole f au point {x;}o<i<n. La forme

de Newton du polyndéme peut étre écrite:

pn(z) = avt+ai(z—m0) +ae(z—x0)(z—21) + ... +an(z—20)(z —x1) ... (2 — 2p—1)
= ap+ (z—wm) [ +2(z—x1)+ ...+ an(z—21)... (2 — Tp_1)]

= ap+(z—x0) [z —x1)[aa+ ... Fan(z —x2) ... (2 — Tp_1)]] (A.2.1)

A partir de cette écriture, on peut écrire I’algorithme de Hérner pour la forme de Newton du
polynéme d’interpolation :
Il est bon de remarquer que les «; sont le résultat de la méthode des différences divisées. Ces

deux algorithmes peuvent étre avantageusement couplés.



A.2. Schéma de Horner sur la forme de Newton

n
Algorithme 5 Calculer p,(z) = Z a;z' — Schéma de Horner, Forme de Newton
i=0

Require: n,z,0;,0<i<n

n
Ensure: p(z) = Z a;?'
=0
p—an
fori=n—-1to0do
p—(z—x)p+

end for







Annexe B

Les polynémes de Chebyshev

B.1 Forme explicite des polyndmes de Chebyshev

Posons
V0 € R, T,,(cos 0) = cos(nb) (B.1.1)
ou de maniére équivalente pour x = cos 6,
Vo € [-1;1],T,,(z) = cos(n arccos z) (B.1.2)
On constate facilement que:
To(z) =1, Ti(z)==x (B.1.3)
De plus, on a les relations suivantes:

Tyny1(z) = cos((n+ 1)arccosx) ( )
= cos(arccos x) cos(n arccos z) — sin(arccos ) sin(n arccos x) ( )
= aT,(x) — sin(arccos z) sin(n arccos ) ( )

Th-1(z) = cos((n—1)arccosz) (B.1.7)
= cos(— arccos x) cos(n arccos ) — sin(— arccos x) sin(n arccos x)  ( )

(B.1.9)

= T, (z) + sin(arccos z) sin(n arccos z)
qu conduisent & la relation de récurrence:
Toyi1(x) = 22T, () — Tho1 () (B.1.10)

On en déduite que pour n > 1, T;, est un polynome de degré n. Le coefficient de terme de
plus haut degré est 271

Par ailleurs, en posant 6 = arccos z, on peut évaluer l'intégrale suivante:

/1 To(2)Tp(2)(1 — 22"V 2 da = /ﬂ cos(nf) cos(kf)dfd =0, si k #n (B.1.11)
-1 0

5
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Les polynomes T, sont donc les polynémes orthogonaux pour la fonction poids w(x) =
(1 — 22)Y/2. En posant,

Pa(x) = 217" T (2) (B.1.12)

les polynémes p,, sont donc les polynémes de Chebyshev.

La norme des polynémes de Chebyshev est donnée par:

1
/ To(2)Ty(2)(1 — )2 da = {77 si k= Og sinon. (B.1.13)
-1

Remarque Les polyndémes de Chebyshev peuvent étre obtenus directement par le procédé
d’orthogonalisation de Gram—Schmidt:

po(z) = 1 (B.1.14)

/1 (1 — )2 da
pi(z) = x— "= (B.1.15)

/ (1—22)" Y2 dz

= x— : = (B.1.16)
[sin_1 x]q
1 1
/ (1 — %) V2 da / 2?2(1 — 2*) V2 dx
po(x) = |z— 711 T — 711 1 (B.1.17)
/ 2?2(1— %)V da / (1—22)" V2 dx
—1 -1
_ T2 _ 2L
= [z -0z =g (B.1.18)
(B.1.19)

B.2 Racines des polynémes de Chebyshev

Les racines sur [—1, 1] du polynéme de Chebyshev sont données par:

() =0 T,(x) = 0 (B.2.1)
cos(narccosz) = 0 (B.2.2)
narccosxr = g +km, ke IN (B.2.3)
1+ 2k
arccosr = ﬂz;n), kelN (B.2.4)
142
r = cos(u),O <k<n-1,kelN (B.2.5)
n

Les racines des polynémes de Chebyshev sont utilisées comme point d’interpolation polyno-

miale et comme point d’intégration dans les techniques de Gauss-Chebyshev.



