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Exercice 1. Frottement de Coulomb

On considére le systéme mécanique décrit sur la Figure [I] Il s’agit d’un bloc rigide de masse
m en contact sur une table rigide et fixe, soumis a la gravité et a une force extérieure F(t). On
définit un repére (0,~,r) donné par la direction normale & la table ~ et la direction tangente .
On suppose que le bloc ne peut pas tourner et qu’il est décrit par la position du centre gravité
q = [gr, qx] € R? et sa vitesse v = [vy, vy] € R?.

mg

N

FI1GURE 1 — Un bloc rigide avec frottement de Coulomb

Le table exerce une force de réaction R = [Ry, Rx] € R2 sur le bloc. La force de frottement,
qui s’oppose a la vitesse de glissement, est décrit par le modéle de Coulomb qui s’écrit en cas de

glissement :
R U

R~ ual

ou u est le coefficient de frottement que nous supposerons strictement positif pu > 0.

sivg #0, |Rr| = pRy, (1)

Modéle naif de frottement sans glissement

On suppose dans cette partie que la force tangente R, en cas de non-glissement est nulle.
sivr =0, Ry=0 (2)

1. Représenter le graphe du modéle de frottement R en fonction de vy.
2. Ecrire les équations du mouvement du bloc en supposant que le bloc est & I’équilibre suivant
la direction normale.
Equation du mouvement :
mix(t) = —mg + Ry (1) (3)
mir(t) = F(t) + R (t)
Equilibre normal :
0 =gx(t) = —mg+ Rx(t) = Rx(t) =myg (4)
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3. Pour F(t) =0 et ¢r(0) = 0,v(0) = vy > 0, calculer le mouvement du bloc.
vg >0 = Rr(t) = —puRx(t) = —pmg pour t € [0, ]
Integration de I’équation tangentielle :

mir(t) = —pmg
= (t) = —lfgt + o (5)
4= (t) = —*ugt + vot

v(t) > 0 pour ¢ € [0,¢,] tel que

v,
Gr(ts) =0 = —pugts +v9 == t. = /709 (6)

Pour t > t,, plusieurs cas

a) vp(t) > 0, Re(t) = —ppmg = mir(t) = —pumg = G+(t) < 0 . Impossible
b) v (t) < 0, Rp(t) = pmg = mir(t) = pmg = ¢r(t) > 0 . Impossible

c) vp(t) =0, Re(t) =0 = mir(t) =0 = §r(t) = 0. seule solution possible

4. Pour F(t) =a >0 et ¢r(0) = 0,v(0) = vp > 0, calculer le mouvement du bloc.
Comme vy > 0, on suppose que v (t) > 0, Ry(t) = —pmg pour t € [t,t.]. cela implique
mir(t) =a — umg .
mur(t) = (a — pmg)t + mug (7)

Si (a — pmg) =0, vi(t) > vg > 0 pour tout ¢ > 0. Glissement permanent
Si (a — wmg) < 0, il existe ¢, tel que

—muvg

mur(te) =0=(a—pumg)t + mvy = t,=——— >0 (8)
a— umg
Plusieurs cas pour ¢ € [t.,t. + €] :
a) vr(t) < 0, Rp(t) = wmg pour t € [t.,t. + €]
mor(t) = a+ pmg = mog(t) = (a+ pmg)t + C 9)
C = —(a+ pmgt.) (10)
mur(t) = (a + pmg)(t — t.) (11)
mur(t) > 0 pour t > t, Contradiction.
b) vr(t) > 0, Ry (t) = —mg pour ¢ € [t., t, + €]
mop(t) = a— pumg = mu(t) = (a — umg)t + C (12)
C = —(a— pmgt,) (13)
muv(t) = (a — pmg)(t — t.) (14)
mu(t) < 0 pour t > t, puisque (a — pmg) < 0. Contradiction.
¢) vp(t) = 0, Ryp(t) = 0 pour t € [ti,t. + €]
mop(t) =a = mup(t) = a(t —t.) (15)

mu(t) > 0 pour t > t, Contradiction.
Conclusion : une solution en glissement permanent mais pas de solution si il y a non
glissement.

5. Pour F(t) =t et ¢(0) = 0,v:(0) = 0, calculer le mouvement du bloc. Plusieurs cas : a)
vr(t) > 0, Re(t) = —pmg = mgr(t) =t — pmyg .

() = 15 ~ pmg) (16)
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t
Pour 0 < 5 < wmg, vr(t) < 0. Contradiction.
b) vr(t) <0, Re(t) = pmg = mir(t) =t + pmyg .
t
mvs(t) = (5 + pmg)

vr(t) > 0, pour ¢ > 0. contradiction
c) vp(t) =0, Re(t) =0 = mg:(t) =t.

mus(t) = 1(3)

vp(t) > 0, pour t > 0. Contradiction
Conclusion : pas de solution au probleme.

Modéle de Coulomb de frottement sans glissement

Le modéle de frottement de Coulomb en cas de non glissement s’exprime :
sivy =0, |Ry| < pRy.

1. Représenter le graphe du modéle de frottement R en fonction de vy.

(19)

2. Pour F(t) = a > 0 et ¢:(0) = 0,v:(0) = vy > 0, calculer le mouvement du bloc.
Comme vy > 0, on suppose que vr(t) > 0, Ry(t) = —pmg pour t € [t,t,]. cela implique

mir(t) =a — pumg .

mur(t) = (a — pmg)t + mug

Si (a — pmg) = 0, v(t) > vy > 0 pour tout ¢ > 0. Glissement permanent
Si (a — pmg) < 0, il existe ¢, tel que

—muvg

—— >0
a— pmg

mug(ty) =0 = (a — pmg)t + mvy = t, =
Plusieurs cas pour t € [ty ts + €] :
a) vp(t) <0, Rp(t) = pmg pour t € [t ts + €]
mor(t) = a+ pmg = moy(t) = (a + pmg)t + C
C = —(a+ pmgt.)

mur(t) = (a + pmg)(t — t.)

mur(t) > 0 pour t > t, Contradiction.
b) vr(t) > 0, Ry(t) = —pmg pour t € [Ly, t, + €]

mor(t) = a — pmg = mog(t) = (a — pmg)t + C
C = —(a — pumgt,)
mon(t) = (a — pm)(t — t.)
mur(t) < 0 pour t > t, puisque (a — pmg) < 0. Contradiction.
c) vr(t) = 0,|Ry(t)| = pmg pour t € [ts, by + €]
mor(t) = a+ Rr

Puisque vy.(t) = 0 pour ¢ € [ts,tx + €], m0y(t) =0 = Ry = —a
Puisque (a — umg) < 0, |Rx| = a < pwmg, il n’y a pas de contradiction
Solution : mo,(t) =0, Ry (t) = —a pour t € [t,, +o0]

(20)

(28)
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3. Pour F(t) =t et ¢(0) = 0,v:(0) = 0, calculer le mouvement du bloc. Plusieurs cas : a)
vr(t) > 0, Re(t) = —pmg = mgr(t) =t — pmyg .

() = 15 — pmg) (29)

t
Pour 0 < 3 < pmg, v (t) < 0. Contradiction.
b) vr(t) <0, Rx(t) = pmg = mir(t) =t + pmg .

mua(t) = t(% + pmy) (30)

vp(t) > 0, pour t > 0. contradiction

c) vp(t) = 0,|Re(t)] = pmg = mie(t) =t + Ry

Puisque vy (t) = 0 pour ¢ € [ts,tx + €], mir(t) =0 = Ry(t) = —t
La condition |R.(t)| < pmg implique ¢, = pmg

Plusieurs cas ensuite :

a) v (t) =0, |Ry(t)| < pwmg pour t € [t ts + €]

mop(t) =0 = Ry(t) = —t pour t > t, = pumg. (31)

Contradiction
b) vr(t) < 0,Ry(t) = pmg pour t € [t ts + €]
mor(t) =t 4+ pmg = muog(t) = t(t/2 + pmg) + t.(t«/2 + pmg)

mog(t) = %(z&2 —t2) + umg(t —t.)
1 (32)
= (t—t*)(§(t+t*)+umg) >0

Contradiction.
c) vr(t) > 0, Re(t) = —pmg pour t € [ty,t, + €]
mur(t) =t — pmg = mug(t) = t(t/2 — pmg) + t«(t«/2 — pmg)

min(t) = () — umg(t — 1.)
= (1)t + ) — pmg) (33)
- %(t—t*)(t—umg)>0

Solution possible.

Modéle de Coulomb de frottement régularisé
On suppose un modéle de Coulomb régularisé, continu et simplement valué est donné par :
si |RT| < pRy, Ry = —cur,

. v 34
sinon |R;| = pRy, |1ET:| = —|U—T| (34)
T

1. Représenter le graphe du modéle de frottement régularisé R+ en fonction de vy.

2. Pour F(t) =t et g+(0) = 0,v4(0) = 0, calculer le mouvement du bloc.
Pour v;(0) = 0, on suppose que le frottement vaut Ry(t) = —cvr(t) pour t € [0,¢.].
Intégration de la dynamique :
mop(t) =t — cup(t) (35)

Equation homogene
-0 € o 0 ¢

t) = ——00(t) = v9(t) = exp(——t 36
00(0) = —=03(t) = W3(t) = exp(— 1) (36)

Variation de la constante : vr(t) = a(t)02(t).

c

() exp(——t) = —a(t) exp(——t) = a(t) exp(~ 1) (37)
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en simplifiant
t c
i(t) = — —t 38
(t) = —exp(t) (39)

Intégration par parties /f’g =[fg] — /fg/

t

a(t) = a(0)+ ; % exp(%s)ds
= a(0)+ [%? exp(%s)]; - %% exp(ﬁs)ds
0 t
= a(0)+ Eexp(—t) - [i exp(cs)] (39)
c m 0
= a0)+ Len( S0~ Ben( S0 - 1)
= a(0)+ g + exp(%t)(ct —m)
Vérification
at) = C%(cexp(%t) + (et — m)% exp(%t)) - %exp(%t) (40)
Solution de ’équation :
ve(t) = (C+ % exp(it)(ct —m)) exp(—it)
¢ m m (41)
= Cexp(—at) + —(ct —m)
%@yzozj(%:g (42)
vslt) = T (ep(~S0) ~ 1) 4 1t (13)

pour t = 0+ ¢, vp(e) > 0 (Comment le montrer ? on a v (t) # 0)
_pmg
c

m c 1
Ry(ts) = —cvp(ts) = —pumg = v(ts) = C—Qexp(—at*) + C—2(ct* —m) =

A retenir :

— La présence de discontinuités oblige a traiter les cas un pas un. Le formulisme de comple-
mentarité et d’inclusion évite ’enumération de tous les modes.

— L’existence de solution n’est pas garantie pour des second membres discontinus

— L’existence des solutions repose sur le caractére maximal monotone des inclusions.
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Exercice 2. Circuits avec une diode
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FIGURE 2 — Circuits simples avec une diode

Circuit A
1. Mettre sous forme de LCS les équations du Circuit A.

2. Quelles sont les conditions initiales admissibles ?

3. Quelle est la nature des solutions du probléme de Cauchy (régularité, existence, unicité) ?

Circuit C
1. Mettre sous forme de LCS les équations du Circuit C.

2. Quelles sont les conditions initiales admissibles ?

3. Quelle est la nature des solutions du probléme de Cauchy (régularité, existence, unicité) ?

Circuit D
1. Mettre sous forme de LCS les équations du Circuit D.

2. Quelles sont les conditions initiales admissibles ?

3. Quelle est la nature des solutions du probléme de Cauchy (régularité, existence, unicité) ?



