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Travaux Pratiques 1
Une premiére approche de FEMLAB : 1’équation de Poisson

Objectifs du TP1:
- Prendre en main FEMLAB et définir les principales étapes d’une simulation sous FEMLAB
- Vérifier par 'expérimentation numérique les principales propriétés des équations elliptiques.

1 L’équation de Poisson sur le disque unité

Nous allons considérer I’équation de Poisson posée sur le disque unité du plan:
Au(a,y) = f(z,y), Ve eQ,  Q={(r,y) e R* 2> +y* <1} (1)

La simulation numérique de cette équation sera réalisée en utilisant le mode PDE modes - Classical
PDEs de FEMLAB .

1.1 Probléme de Dirichlet homogéne

Pour commencer, considérons des conditions de Dirichlet et un probléme homogéne. On est conduit &
simuler le probléme classique de Dirichlet homogéne :

{Au(x,y) =0,Vz € (2)

u(z,y) = 0,Vx € 0
1. Reéaliser la simulation compléte de ce probléme sous FEMLAB en identifiant les principales étapes de la
modélisation et de la simulation

2. Tracer les solutions obtenues par une isocouleur.
3. Comparer & la solution analytique !

1.2 Probléme de Dirichlet non homogéne
Considérons maintenant le probléme de Dirichlet non homogéne :

{Au(m,y) = f(x,y),Vz € Q

3
u(z,y) = 0,Va € 9N 3)

1. Reéaliser la simulation compléte de ce probléme sous FEMLAB en choisissant une valeur constante pour
f=1
2. Tracer les solutions obtenues par une isocouleur
3. Vérifier que la fonction,
1—2% -y
u(z,y) = — (4)

est la solution du probléme et comparer la aux résultats obtenus.

1.3 Probléme mixte de Dirichlet-Neumann homogéne

Considérons maintenant le probléme mixte de Dirichlet-Neumann homogéne :

Au(z,y) =0,V € Q

u(z,y) =0,V € 0 5
du(z,y) ®)
T’ =1,Vz € 09y

avec
O = {(z,y) e R*,2® +y* =1,y > 0}
00 = {(z,y) e R*, 22 +y?> =1,y < 0}

1. Realiser la simulation compléte de ce probléme sous FEMLAB
2. Tenter le probléme de Neumann pur ...
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2 D’autres géométries simples
On pourra considérer les géométries suivantes.

2.1 Le cas d’un anneau

On considére un anneau défini par:
Q={(z,y) e R*2” +¢* <1} \ {(z,y) e R*,2® +3* < 1/2} (7)

On pourra tenter de faire varier les conditions sur le bord intérieur (Neumann ou Dirichlet)

2.2 Le cas du carré unité

Q={(r,y) e R*0<2<1,0<y<1} (8)

On pourra choisir de résoudre le probléme de Dirichlet

Au(z,y) = f(z,y),Ve € Q ©)
u(z,y) = 0,Va € 90
avec
f(x,y) = =272 cos(2mx) sin?(wy) — 2r sin? (7x) cos(27y) (10)
On comparera alors avec la solution analytique:
u(z,y) = sin?(7x) sin?(7y) (11)
2.3 Le cas de deux domaines
On considére deux domaines :
Y ={(z,y) eR*0<z<1,0<y<1},T1={(z,y) e R®z=0,0<y <1} (12)
Q={(z,y) eR*1<2<20<y<1}To={(z,y) e R®2x=20<y<1} (13)
(14)
sur lesquels on pose les équations suivantes :
V(1. Vu(z,y)) = 1,Vo € Qy,u(z,y) =0,Vo € T'y, (15)
V(ce.Vu(z,y)) = 1,Vz € Qo u(z,y) =0,V € Ty,

On impose de plus la continuité de la solution sur le frontiére commune I' = {(z,y) € R,z = 1,0 <y < 1}
1. Reéaliser la simulation compléte de ce probléme sous FEMLAB

2. Donner une interprétation des champs de vecteurs ¢, et ¢, dans le cas des membranes et des équilibres
thermiques.

3 Un probléme d’électrostatique

On considérera le probléme de champ électrique, E' généré par deux conducteurs dans le vide. On rappelle
que le champ électrique est donné par:
E(z) =-VV(x) (16)

ot V(x) est le potentiel électrique. On a en particulier que rotE(x) = 0. L’équation de Poisson pour une

densité de charges p s’écrit quant 3 elle:
veE=L2 (17)
€o

ol gg est la permittivité du vide.

Le probléme du champ électrique revient donc & résoudre de I’équation de Poisson pour le potentiel
électrique V (z) pour p = 0.

On considérera la géométrie représentée sur la figure 1 et on discutera de 'importance du rapport R/L
si on souhaite effectuer cette simulation dans un espace infini.
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F1G. 1 — Equation de Poisson en électrostatique
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