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RÉSUMÉ.Nousprésentonsici uneformulation3D du problèmedynamiquede contactunilaté-
ral couplantendommagementet frottement.Ce modèlepermetla simulationde la fissuration
dessolidesainsi quecelle desinterfacesqui les lient. Nousrappelonsle modèlede Raous-
Cangémi-Cocu[RAO 99] et nousdonnonsune formulationdu problèmedynamiqueassocié.
Le cadre de la dynamiqueassure un suivi correct dessolutionsà sautqui apparaissent,sur
le plan mathématique, inhérentesaux modèlesde comportementsurfaciqueadoucissant.Une
formulationentermesdemesuresdifférentiellespermetdeplusle traitementdesdiscontinuités
devitesserelativesau contactunilatéral. Uneattentionparticulière estdonnéedanscetravail
à la résolutionnumériquede ce problèmede dynamiqueen dimensiontrois. Une application
académiqueaudélaminage par flambementestprésentée.

ABSTRACT. We proposein this papera dynamicalformulationof a three-dimensionalcohesive
zonemodel,couplingsurfacicdamage, Coulombfriction and unilateral contact. This model
is devotedto the fracture of solidsand to the debondingof interfaces. Themodelof Raous-
Cangémi-Cocu[RAO 99] is givenandtheformulationof thedynamicalproblemis written. We
focusour attentionon the jumpsof solution,which couldappearwith such softeningsurfacic
models.A dynamicalformulationallows to overcometheseproblemsof nonsmoothsolutions.
A particular mathematicalandnumericalframework is usedto solvedynamicalproblemssub-
mittedto unilateral constraints. Theability of theassociatednumericaltool is underlinedon a
buckling-drivenfracture of a square plate.
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1. Intr oduction

Nousprésentonsdansce papierune formulation tridimensionnelledu problème
dynamiquedecontactunilatéralcouplantendommagementsurfaciqueet frottement.
Ceproblèmeestici traitéà l’aide dela notiondezonecohésive.Cettenotionoffre de
remarquablesperspectivesdansle domainedela simulationnumériqueetdel’analyse
mécaniquedela fissurationdesmatériaux(parexemple,[XU 94, COS97, NEE 99]).
Lesmodèlesdezonecohésive, implémentéssousformed’élémentsfinis surfaciques
ou sousforme de conditionsmixtescontrainte/déplacement,permettentd’envisager
dessituationsmécaniquescomplexes(matériauxmultiphases,mixité globaleet locale
desmodesdesollicitation,fissurationtridimensionnelle,amorçagedesfissures,évolu-
tionsdynamiquesinstables,priseencomptedecontactet defrottementsurleslèvres
de la fissure),tout en conservant unecompréhensionfine de la physiqueà l’échelle
locale.Lesparamètresénergétiquesmisenévidenceparle modèleclassiquedela mé-
caniquede la rupture(le tauxderestitutionde l’énergie

�
) sontaussiconservés.Le

modèledezonecohésiveretenuestle modèleadhésif/frottantproposédans[RAO 99].
Il estprésentédansla section2. Il permetdesimulerle comportementmécaniquedes
interfacesrenfort/matricepour les matériauxcomposites[MON 00] ou desmortiers
deliaisonentreblocspourlesstructuresmaçonnées[ACA 00].

La mise en œuvrenumériquede cesmodèlesrévèlecependantl’apparition de
solutionsà sautlors d’évolutionsquasi-statiques.Sur le plan mathématique,cesso-
lutionsnon-régulièress’avèrentinhérentesauxmodèlesdecomportementsurfacique
adoucissantet correspondentà dessituationsoù l’unicité dela solutionn’estplusas-
surée.Cerésultatfait l’objet dela section3. Nousproposonsainsi,dansla section4,
uneformulationdynamiquedesmodèlesdezonecohésive qui permetnotammentde
régularisercessolutions.

En présencede contraintesunilatérales(contact,frottement),les discontinuités
éventuellesde vitessesconduisentà formuler le problèmedynamiqueen termede
mesuresdifférentielles.La résolutionnumériquede ce problèmeen dimensiontrois
estprésentéedansla section5. Elle s’appuiesur un schémad’intégrationen temps
implicite d’ordrefaible.Uneapplicationaudélaminageparflambementd’uneplaque
carréeestréalisée(section6).

2. Un modèlede zonecohésivecouplant endommagement,fr ottementet contact
unilatéral

Le modèledezonecohésiveprésentéestceluideRaous-Cangémi-Cocu[CAN 96,
RAO 97, RAO 99]. Il décrit l’évolution d’uneinterfaceentredeuxcorpsdéformables
initialementadhérents.Il proposeunetransitiond’un étatnon endommagéà un état
frottant dansle plan tangentde l’interface(frottementde Coulomb)et à un étatde
contactunilatéraldansla directionnormaleà l’interface(pasd’interpénétrationdes
solides).
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Une idéefondamentalede ce modèleestd’introduire unevariabled’état supplé-
mentairepour décrirel’état du contact.Cettevariable,notée� et initialementintro-
duite dans[FRé82], permetde distinguerun contactfrottant classiqued’un contact
adhésif.Elle traduitla proportiondeliaisonsadhésivesactivesentrelesdeuxcorpsen
contact: ����� l’interfaceestvierge, �	�
����� l’interfaceestpartiellementendom-
magée,�
��� l’interfaceestrompue.Cettevariablepeutaussiêtreconsidéréeà juste
titre commeunevariabled’endommagementsurfacique(avec ����������� ).

Pour ��� 1, 2, soientdeuxcorpsdéformables��������� (  !�#"%$%& ) de fron-
tièressuffisammentrégulières'(��� soumisàdesforcesvolumiques)(� etsurfaciques* � . On distinguesur '(��� trois partiesdisjointes: +,�- la zonepotentiellede contact
entre ��� et l’extérieur, '(���. la zoned’applicationdesdéplacementset '/���0 la zone
d’applicationdesforces,avec '(� � � + �-21 '(� �. 1 '(� �0 . L’hypothèsedespetites
perturbations,permetdedéfinir la zonepotentielledecontactentrelesdeuxsolides:+ -	3 +54- 3 +76- et sanormale 8:9<;/= 3 8>4?9@;A= 3 ��8B6C9@;A= ( 87�%DFEHG est la normaleex-
térieuresortanteau solide ��� ). On note IJ�LKHIB4M$%I/6?N le champdesdéplacements
dans �O4 1 �P6 et Q ISRO�TIA6U��I(4 le sautde déplacementà l’interface + - . Les forces
intérieuresdualesà cesvariablescinématiquessont: VW�XKYV74Y$SV(6CN le champsdes
contraintesdans�O4 1 �P6 et Z la forcedecontactsur + - .

Lesvariablesd’étatdumodèlesont: ladéformationdessolides[ , lesdéplacements
normauxet tangentielsI N et I T ( Q ISRA�JI N 8]\�I T avec I N ��Q ISR_^ 8 ) et l’intensitéd’adhé-
rence� . Les variablesthermodynamiquesassociéessontrespectivementV(` , ZUǸ , ZUT̀

et � �ba (lesexposants9dc = ` et 9ecf=eg ` indiquentlespartiesréversibleset irréversibles).
Lessolidessontconsidérésélastiqueset isotropes.Leur comportementthermodyna-
miqueestdécritparun potentielclassiqued’élasticité(tenseursderigidité hb4 et hi6 ).
Par la suite,seul le comportementde la zonecohésive estprécisé.Une fomulation
thermodynamiquelocaleconduità l’écrituredela loi decontactunilatéralavecadhé-
rence(1), à la loi defrottementavecadhérence(2) età la loi d’évolutiondel’intensité
d’adhérence(3).�OZ Ǹ \�� 6Yj N I N k �l$mI N k �n$�op�OZ Ǹ \�� 6Hj N I N q I N �
�S$ (1)rsst ssu ZUT̀ �
�>6 j T I T $vZUǸ �wZ N $x Z T ��ZUT̀

xby{z}| Z N ���76 j N I N

| $
et ~ x Z T �
ZUT̀

x � z}| Z N ���76 j N I N

|:� �I T �w�%$x Z T �
ZUT̀

x � z}| Z N ���76 j N I N

|����%� k �S$ �I T � � 9@Z T ��ZUT̀ =�$ (2)

~ ��m����QF9@������9@�>=5���	9 j N IA6N \ j T

x I T

x 6H=d=�������R<4p�e� si ���
Q �S$���Q�$�� y ��QF9@������9@�>=5���	9 j N IA6N \ j T

x I T

x 6H=d=�������R<4p�e� si �m�W�:$ (3)

où 9<;/=����J���?�(9@�%$H��;A= estla partienégativede ;���� , j N et j T sontlesraideursini-
tialesnormaleettangentielledela liaisoninterfaciale(en � ��¡%�Y ), � estuneénergie
deréférenceàpartirdelaquelleestdéfini le seuild’évolutiondela variabled’adhésion� (en ¢£�Y �6 ), �/9@�>= estunefonctiondonnée,

z
le coefficientdefrottementdeCoulomb

(sansdimension),� un coefficientdeviscositépourl’évolution del’endommagement
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interfacial(en ¤m¥Y�? ) et � y�¦§y � unepuissanceintervenantdansla loi d’évolution
del’endommagementinterfacial(sansdimension).

3. Sautsde solution

L’existencede solutionsnon régulièresestunedesdifficultésmajeuresdesmo-
dèlesdezonecohésive(le comportementinterfacialadoucissantrendle problèmemal
posé).Si la forme de la courbecontrainte-sautde déplacementde cesmodèlesn’a
pasd’influencesur l’évolution stationnairede la fissuration(il est possibled’iden-
tifier dansce cas là le taux de restitutionde l’énergie à l’énergie de décohésion:� ��¨5©ª V�9pQ I£R_=C^¬«AQ ISR où ­ estla normedu sautdedéplacementà partir duquel�m��� ),
elledevientdéterminanteà l’amorçagedesfissures.Un théorèmed’unicitécondition-
nellepeutêtreobtenupour le casde solidesélastiquescohésifssoumisà uneévolu-
tion quasi-statique.Cetteconditiond’unicitéestexplicitéesurl’exemplesimpled’une
structureplaneen traction.Par la suite,nousproposonsuneformulationdynamique
deceproblèmequi permetd’équilibrer lesbilansénergétiquesauxtraversdela prise
encomptedestermescinétiques.

3.1. Existenceet unicité conditionnelledesolutionsà un problèmequasi-statique
dedécohésiondesolidesélastiques

Nousconsidéronsici le problèmequasi-statiquededeuxcorpsencontactadhésif.
Par soucisdesimplification,lesdéplacementsimposéssur lesbordsdescorps �O4 et� 6 sontsupposésnulseton prend

¦ ��� et �/9@�>=}�J� . On introduit lesensembles:® � � ¯£° � ��±�² 4 9�� � =´³ �¶µ ° � �
� p.p.sur '(� �.�· 9@�m�W��$�"�=�$ (4)¸ � ¹�°n�W9<° 4 $S° 6 =P� ® µ ° N k � p.p.sur + -Mº $ (5)® � ® 4]» ® 6 $ et ²¼�J½¿¾�9@+ - =Àc (6)

Onsupposelesforcesvolumiquesetsurfaciquesassezrégulières:) � Á 4�Â 6 9@�S$dÃ µ Q ½ 6 9Ä� 4 =ÅR � » Q ½ 6 9�� 6 =ÅR � =�$ (7)* � Á 4�Â 6 9@�S$dÃ µ Q ½ 6 9@'(� 40 =ÅR � » Q ½ 6 9Ä'(� 60 =ÅR � =À$ (8)

cequi assureque ÆÇ�
ÁW4�Â 6�9Ä�%$dÃ µ ® = , où on a posé(sommationsur les indicesrépé-
tés): 9�Æ7$p°È=É�J¨YÊ£Ë�)(�:^F°��%«Ì;l\�¨YÍHÊ ËÎ * ��^¬°��%«È¥ , ÏA°�� ® .

En l’absencede frottement,en se donnantdesconditionsinitiales I ª � ¸
et� ª ��²{ÐÑQ �S$���R etensupposantuneloi “statique”pourl’évolutionde � (souscertaines

hypothèsespeurestrictivesconcernantÒ � et Ó � , on peutconsidérerunefonction �ÈÔ
telle que �Ç����ÔÈ9dQ I£R_=b�
² ), on obtient,parextensiondu problèmequasi-statiquede
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contactunilatéralavecfrottementconsidérédans[COC96], le problèmevariationnel
suivant:¡/9@I>$p°��mI(=7\{Õ�ÖÌ× Ø%9dQ ISR<=?^Å9dQ °�RA�{Q I£R_=�«È¥i�{9�Æ7$p°Ñ��I/= k �%$ÈÏ/°�� ¸ $ (9)

où ØÇÙ]Q ½É6�9@+ - =ÅR_ÚÜÛÝQ ½É6�9@+ - =ÅR_Ú estde manièregénéralela contrainteinterfacialeet¡A9@I>$p°È=:��¨ Ê ËPhb�gfÞ�ß�à [ gfÞ 9@I/�A=Å[ ß�à 9<°��£=d«�; .

EnsupposantØ lipschitzienne(deconstanteá 4 ), onpeutalorsmontrer([MON 00])
quel’application â¥�ÙÌã�ÛLØ%9pQ I59ÄãS=ÅR<= où I59Äã%=¿� ¸ estla solutionde:

¡/9<I,$d°���I(=,�{9�Æ7$p°ä��I(=B\�Õ�Ö�×Aãä^�9dQ °�RA�{Q ISR<=e«È¥ k �åÏA°	� ¸ $ (10)

admetun uniquepoint fixe æã dèslors que
� 6Há 4 �? ç�è� , où  est la constantede

coercivité de ¡ (inégalitédeKornetdéplacementsimposés)et
�

estuneconstanteliée
à la continuitédel’injection de Q ²m4p�p6Ì9@+ - =´RéÚ dans Q ½É6C9@+ - =´RéÚ etàcelledel’application
tracede Q ²m4C9Ä� g =ÅR_Ú dans Q ²�4d��6�9Ä'(� g =´RéÚ , pour êÉ� 1, 2. Le déplacementI59 æã�= estalors
la solutiondu problème(9).

3.2. Un exempleuniaxial

Soit une structure2D simple composéed’un élémentinterfacial en sérieavec
un barreauélastiquede longueur ½ et de module ë (FIG. 1 : discrétisationspatiale
et comportementen série).Pour plus de détailssur cet exemple,nousrenvoyonsà
[CHA 00].
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Figure 1. Exempleuniaxial illustrant l’apparition de“sauts desolution” lors d’une
décohésioninterfaciale: situationmécaniqueet comportementlocal

Soient ð le déplacementglobalappliquéen ñ j , Ã la contrainterésultanteet Q I£R
la séparationinterfacialeencorenotée I . On a: ðò�óI2\�9@½P�?ëÑ=eÃ . Par ailleurs, le
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comportementinterfacial estdonnépar: Ãô�ôØ%9<I(= . Dansle repère 9<ÃO$�I(= , pour un
déplacementimposé ð , le point de fonctionnementestobtenupar intersectionde la
droite Ãó�X�Oëä�?½]9�ð��õI/= et de la courbeadoucissanteÃó�óØ%9@I/= ( Ø%9@I/=��#� au-
delàd’une valeur ­ de I ). Lorsque ð croît à partir de zéro,deuxsituationspeuvent
seprésenterau-delàdu pic de la courbe: soit le rapport ã��öëä�?½ estsuffisamment
grand,il existealorstoujoursunpointdefonctionnementet l’évolutioneststable; soit
la valeur(négative)dela pentedela droitedevient trop faible(envaleurabsolue),un
sautdesolutionde I(÷ à I(øPù{I/÷ peutalorsseproduire.La possibilitéd’obtenirdeux,
voire trois, pointsde fonctionnementestliée aurapportentrela valeur ã de la pente
dela droiteet la valeurdela plusgrandepentedela courbeadoucissante; c’est-à-dire
aurapport

| ã | ��9 Supú | ØC�Å9@I/= | = , pourtout I tel quel’on soitau-delàdupic.La condition
d’unicitédupointdefonctionnementestdonc: Supú | ØC�Å9@I/= | � | ëä�C½ | ��� . Si la courbe
adoucissantepossèdeun point d’inflexion, le Supú | ØC��9<I(= | y estatteint.Sinon il est
atteinten I(÷ (cequi estle casdu modèlelimite de[RAO 99]).

Nousavonssoulignéquela formedecettecourbeadoucissanten’a pasd’influence
sur la propagationstationnairedesfissures(lesmodèlesdezonecohésive sontéqui-
valentsentreeuxdèslorsqu’ils présententla même“aire sousla courbe”).L’exemple
présentémontrequ’elle en a cependantdansdeuxsituations: 1) lorsqu’il n’est plus
possibled’écrireàbondroit la quantité̈ ©ª V�9dQ ISR<=?^é«AQ I£R (cequi estle caslorsd’un saut
de solution,i.e. entre I(ø et I(÷ ), c’est-à-direlorsquela fissurationn’est plus station-
naire, 2) à l’amorçagede la fissuration.Lesmodèlesde zonecohésive indépendants
dela vitessedesollicitationdonnentdonclieu plusoumoinsfacilementàdessautsde
solution: lesmodèlesqui présententla plusforte pentedansleur régimeadoucissant
sontlesplusinstables.

Pourpallier cesproblèmesde solutionsà saut,différentesrégularisationsont été
envisagéesdansla littérature: évolution visqueusede l’endommagementsurfacique
([ALL 95, CAN 96, CHA 00]), modèlesnon locaux,raffinementde maillage,pilo-
tagelocal de l’évolution de la décohésion.La sensibilitédesmodèlesavec régulari-
sationvisqueuseà la vitessedesollicitation masquecependantcertainsphénomènes
quel’on souhaitemettreen évidence.Par ailleurs,l’existencephysiquede cettevis-
cositén’estpasétabliepourtouslesmatériaux.Lesmodèlesnonlocauxintroduisent
aussicertaineslongueurscaractéristiquesqu’il estparfoisdifficile d’interpréterphysi-
quement.Enfin, le pilotagelocal dela solutionconduità définir desétatsd’équilibre
intermédiairesdontla significationmécaniquen’estpasclaire.Nousprésentonsdonc
ci-dessousuneformulationdynamiquedesproblèmesdefissurationparzonecohésive
en3D et enprésencedecontactet defrottement.

4. Contact, fr ottementet adhérenceen3D - MéthodeNSCD

La méthode“Non-SmoothContactDynamics”(NSCD),initiée et développéepar
J.J. Moreau et M. Jean,est dédiéeà la résolutionde problèmesrelatifs aux sys-
tèmesdynamiquesenprésencedecontraintesunilatérales.Elle fournit un cadrema-
thématiquerigoureux,sur les plansthéoriqueet numérique,permettantd’appréhen-
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der correctementles problèmesde contactfrottant. En particulier, elle proposeun
traitementnon régularisé(pasdecompliance,pasdepénalisation)desconditionsde
contactunilatéralet de frottementde Coulomb. De plus, une attentionparticulière
estportéeà l’intégration numériqueen tempsdeséquationsdu mouvementen pré-
sencedetellescontraintes,susceptiblesdegénérerdesdiscontinuitésenvitesses.Pour
plus de détailsconcernantla méthodeNSCD et sesfondements,nousrenvoyonsà
[MOR 74, MOR 88] et [JEA 99].

Nousproposonsici deprendreencomptel’adhérencedansle cadredela méthode
NSCD,enconsidérantchaquepoint decontactcommeunezonecohésive.Lespara-
mètresmécaniquesrelatifs à ceszonescohésivespeuvent varier en tout point de la
discrétisationspatialedu problème.L’outil numériquecorrespondantestdoncadapté
auxproblèmesdecontactadhésif/frottantpourdescollectionsàgrandnombred’objets
(rigidesoudéformables)et/ouauxproblèmesdefissurationdesmatériauxmultiphases
(fissurationdesconstituantset décohésiondesinterfacesqui leslient).

4.1. Cinématiqueet équationdela dynamique

Le problèmedynamiqueposéestcomposédeséquations(1–3)et dela discrétisa-
tion spatialedel’équationdela dynamique:

�ö9@ûÈ$püd=�ýû�� * 9ÄûÈ$ �ûÈ$püd=,��þ?$ (11)

où û , �û et ýû sontrespectivementlesvecteursdéplacement,vitesseet accélérationdis-
crets, � est l’opérateurd’inertie supposélentementvariablepar rapportau dépla-
cement,

*
est l’opérateurdesforcesintérieuressupposécontinuet bornéet þ est le

représentantglobaldesréactionssurla zonecohésive.

En présencede contraintesunilatérales,l’espacedesfonctionsà variationsbor-
néesestun cadrefonctionneladéquatpour lesvitesses,potentiellementdiscontinues
(l’accélérationne peutplusêtredéfiniecommela dérivéetemporelleclassiquede la
vitesse).Le cadredesmesuresdifférentielleset desdistributionspermetderemédier
à ceproblème.L’équationdela dynamiqueestdoncécriteici entermesdemesures:

�ö9ÄûÈ$düd=d« �û�� * 9ÄûÈ$ �ûÈ$püd=e«Ìü,��þ?«�ÿ%$ (12)

où «Ìü estunemesuredeLebesgue,«Èÿ estunemesureréellepositive,et « �û estuneme-
suredifférentielleassociéeà

�û�9@üd= dela manièresuivante(mesuredeStieltjesrelative
unefonctionà variationsbornées):

Õ�� �� � «
�ûU�wû�9<ü �6 =5�
û�9<ü �4 =P$,ÏAü 6 ù{ü 4 c (13)
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Par intégrationde(12)entreü 4 et ü 6 comprisdansR_�%$�Ã�R , on obtient:rsst ssu Õ�� � � Â � � � �ö9@ûÈ$püd=e«
�û�� Õ � �� �

* 9@ûÈ$ �ûÈ$püd=e«Ìü5� Õ�� � � Â � � � þY«Èÿ7$û�9@ü 6 =:�wû�9<ü 4 =B\ Õ�� �� �
�û�9
	S=e«�	7c (14)

4.2. Discrétisationtemporelle

Dansle cadredela mécaniquenon-régulière,l’évolutiondu terme þ?«Èÿ del’équa-
tion (12)estdonnéeparuneinclusiondifférentiellemodélisantlescontraintesunilaté-
rales.L’intégrationentempsdecetteinclusionéxigeunschémaimplicite ([MOR 74]).
Ensupposantque Ï�	2�/Réü g $%ü g � 4 RA�ö9@û�9
	S=�$�	S=¿�w�ö9Äû g � 4 $dü g � 4 = etenconsidérantl’im-
pulsionmoyenne þ g � 4 commevariabledu problème,l’intégration proposée,sur un
intervalle Réü g $%ü g � 4 R delongueur
 , s’écrit:rsst ssu Õ � � � Â � ��� � � þ?«Èÿ � 
Sþ g � 4 (notation)$

Õ�� ��� �� � �ö9ÄûÈ$düd=d« �û � �ö9Äû g � 4 $dü g � 4 =(9 �û�9d9@ü g � 4 = � =5� �û�9p9<ü g = � =p=/c (15)

Plusclassiquement,l’utilisation d’une � -méthode( � k �Y��" ) pour l’intégration des
forcesintérieuresetpourl’estimationdesdéplacementsconduità:rt u Õ � ��� �� �

* 9@ûÈ$ �ûÈ$püd=e«Ìü ��
UK�9e�����Ì= * g \�� * g � 4 N:$û g � 4 �wû g \�
�KÌ9e�O���Ì= �û g \�� �û g � 4 N}c (16)

On utilise ici la notationgénérique: �Ç9<ü g =���� g , étendueauxfonctionsdeplusieurs
variables:

* 9@û�9<ü g =À$ �û�9<ü g =�$pü g =�� * g . En utilisant (16) et (15), le système(14) devient
ainsi(pourdesraisonsévidentes,lesvariablesnumériquesontunevaleuruniqueà un
incrémentdetempsdonné):

~ � g � 4 9 �û g � 4 � �û g =���
�KÌ9e�����Ì= * g \�� * g � 4 N¿\�
Sþ g � 4 �
�S$û g � 4 �Jû g \�
UKÈ9e�����Ì= �û g \�� �û g � 4 N:c (17)

La premièreéquationde(17) estdu type �Ü9 �û g � 4 =b� � . Elle estrésolueparunemé-
thodedeNewton-Raphson( ã estl’exposantd’itération).Onnote:rssssst sssssu

� ß ���ö9@û ßg � 4 $dü g � 4 =�$j ß �W� ' * g � 4' �û 9 �û ßg � 4 $pû ßg � 4 $dü g � 4 =À$¸ ß �W� ' * g � 4'/û 9 �û ßg � 4 $pû ßg � 4 $dü g � 4 =À$�bß ��9Ä��ß�\�
�� j ß�\�
 6 � 6 ¸ ß?= �B4 $
(18)
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où j ß estla matriced’amortissementtangente,
¸ ß la matricederaideurtangente,� ß

l’in versede la matricedesitérations.Dansla suite,on désignepar
�û ß � 4lib la valeurde

la vitesse
�û ß � 4g � 4 enl’absencedecontact(i.e. lorsqueþ ßg � 4 ��� ). La résolutionde(17)

conduitausystèmesuivant:

~ �û ß � 4g � 4 � �û ß � 4lib ��� ß 
Sþ ßg � 4 $û ß � 4g � 4 �Jû g \�
 ¹ 9e�����Ì= �û g \�� �û ß � 4g � 4 º c (19)

4.3. Contact,frottementet priseencomptedel’adhérence

Pour la simplicité desécritureset de la mise en œuvre,le problèmede contact
frottantavecadhérenceestrésolupourchaquecontact� danssonrepèrelocal. Pour
ce faire, les variableslocalessont alors liées aux variablesglobalesde la manière
suivante: �ð � �J² Ô�� 9@ûC= �ûä$ þ � �w² � 9@ûC=eZ � c (20)

Lesvitessessontliéespar l’intermédiairederelationscinématiqueslinéaires( ²�ÔÀ� ).
Pardualité,Z � estle représentantlocaldela réactionþ � aucontact� . Lesapplications
linéaires²�Ô et ² vérifient: ²�ÔU�J²�� .

Enutilisant(20), l’écriture localedela premièreéquationde(19)donne:9 �ð � = ß � 4g � 4 �W9 �ð �lib = ß � 4 � � a 9�Á � a = ß 
>9@Z a = ßg � 4 $
�W9 �ð �lib = ß � 4 � �a �! � 9�Á �

a = ß 
>9@Z a = ßg � 4" #%$ &! D�'. Ëlibloc G
( � � (notation)

��9�Á �Ì� = ß 
>9@Z � = ßg � 4 $
où on aposé,pourle contact� :9ÄÁ � a = ß �w² ÔÀ� 9@û ß =´� ß ² a 9@û ß = et 9 �ð �lib = ß � 4 �w² ÔÀ� 9Äû ß = �û ß � 4lib c (21)

Pourla priseencomptedu contactunilatéralet du frottement,nousnotonssynthéti-

quementquele couple )�9 �ð��S= ß � 4g � 4 $79@Z��S= ß � 4g � 4 * doit respecterlesgraphesdeSignorini

et de Coulomb. Brièvement(et avec les conventionsdeséquations(1) et (2)) si un
couple 9 �;,$�+%= respectelesgraphesdeSignoriniet Coulomb,on a le système(22).rsst ssu 9<; N $�+ N = vérifient: ; N k �%$,+ N

y �S$�; N + N �w�9 �; T $�+ T = vérifient:

rt u x + T

x]y�z	| + N

| $x + T

x � z	| + N

|:� �I T �w�%$x + T

x � z	| + N

|����S� k �l$ �; T � � + T c (22)

En omettantles indicesd’itération et d’incrément,on peut réécrirele problème
tridimensionnelsousla formedu système(23)où -	ù{� et �§9 z}| Z��N | = estle disquede
rayon

z}| Z��N | centréenl’origine.
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rt u �ð��l� �ð��libloc \ÇÁ����.
£Z�� �w�%$Z �N � proj/10b9@Z �N \�-%ð �N = �w�%$Z��T � proj2 D�354 6 ËN 4 G 9@Z��T \�-�ð��T =v�w�%c (23)

Il existedoncunefonction Æ telle quel’on ait : Æ,9 �ð��B$SZ��£=�� � . Les racinesde
cetteéquationnonlinéairesontcalculéesparunalgorithmedeNewtongénéraliséaux
fonctionsnonrégulières(voir [ALA 88]).

Selonle modèleprésentéauparagraphe2, la priseencomptedel’adhérencedans
lesproblèmesdecontactfrottantpeutsefaireparle changementdevariablesuivant:7Z �èZö�JZ adh, où Z adh est en toute généralitéune force de résistancesupplémen-
tairedontl’intensitédiminuelorsquela décohésionprogresse.Enparticulier, ona ici :Z adh �
�76}9 j N ð N 8	\ j T ð T = .

Enposant 8 �ð �libloc � �ð��libloc \¶Á��Ì�.
SZ��adh, la réécrituredela premièreéquationde(23)
estalors: �ð � � �ð �libloc ��Á �Ì� 
 7Z � � 8 �ð �libloc ��Á ��� 
£Z � c (24)

5. Mise en œuvrenumérique

Uneparticularitédesdéveloppementsnumériquesproposésestle découplageentre
lesnon-linéaritésusuellesenmécaniquedesmilieux continus(algorithmedeNewton-
Raphson)et l’endommagementsurfaciqueen présencede frottement(modèlesde
zonecohésive).Du pointdevuedela miseenœuvrenumérique,desalgorithmestradi-
tionnels,traitantdesnon-linéaritésmatérielleset géométriquespeuventainsiêtrepris
encompteaisément.Dansl’exemplequi suit, uneformulationélémentsfinis lagran-
giennetotaleestnotammentutiliséepourla résolutiond’un problèmedeflambement.

L’algorithmederésolutions’articuledela manièresuivante:9:::::::::::::::::::;

boucle: incrémentdetempset Newton-Raphson9:::::::::::::::::;

boucle: couplageadhérence/frottement
point fixesur

�ðn$%Zä$S�9:::::::::::::;

boucle: parcoursdesnœudsdecontact
( � nœudcourant)

1. évaluationde
�ð��libloc

2. calculde �,� aprèsestimationde ð��
3. calculde Z��adh

4. changementdevariable 8 �ð �libloc � �ð��libloc \nÁ�����
SZ��adh

5. calculde
�ð��	� 8 �ð �libloc ��Á��Ì�.
SZ��<

boucle: résolutionde Æ>9 �ð��7$SZ��S=:�w�
itérationsdela méthodedeNewton généralisée.
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Les contraintesunilatéralessontprisesen comptedanscet algorithmeavec cer-
tainesspécificitésdemiseenœuvrenumérique.

Uneattentionparticulièreestnotammentportéeauchoixdesrepèreslocaux.Pour
chaquecontact � , deuxrepèresdistinctssontintroduits.Le premierestle repèrelo-
cal classiqueenmécaniquedu contact(approchemaître-esclave),actualiséà chaque
incrémentdetemps.Le secondestcelui del’adhérencecoïncidantavecle premierre-
pèreàl’instant initial. Il estensuitefixé demanièreàconserverl’histoire desvariables
internesI N et I T du modèledezonescohésives.

Par ailleurs, la formulationen vitesseestun choix délibéréqui apparaîtnaturel
pour le traitementdu frottementde Coulomb. Elle imposede recourirà desestima-
tions convenablesdesintersticespour le contactunilatéralet dessautsde déplace-
mentspourle modèledezonecohésive.La vitesserelativeaucontactintégréeparune� -méthodefournit uneestimationcohérentedessautsde déplacements.Une estima-
tion prédictive estretenuepour les intersticesafin d’assurerla stabilitédu schémaet
d’éviterlesartefactsoscillatoireshabituellementrencontrésdanscetypedeproblèmes
(voir [JEA 99]).

6. Un exempleacadémique: délamination par flambement

Pourillustrer lesperspectivesdecemodèleet de l’outil numérique,nousprésen-
tonsunexempledefissurationparflambementd’uneplaquecarrée.La plaque,decôté"C½ présenteunepré-fissurecarréeensoncentredecôté "C� , situéeà uneprofondeur
 4 desonépaisseur
 (voir FIG. 3). En compressionbiaxiale(déplacementsimposésI sur lescotés),le premiermodedeflambementestun modelocal decloquagedela
partiela plusfinedela plaque.Dansle casd’unepré-fissurecirculaire,nousrenvoyons
à [COC91] pourl’étudedecetypedeflambement.

Le maillageestcomposéd’élémentsH8 enformulationlagrangiennetotale.Surla
surfacecarréedechacundecesélémentscorrespondantà la zonedecontact,onplace
quatrepointsdecontactadhésifdepositionrelative K�9 4= $ 4= =�9 4= $ Ú= =À9 Ú= $ 4= =�9 Ú = $ Ú= =�N . Les
paramètresgéométriqueset matérielssontdonnéspar:½Ç�?>Ì�C 2 �$5�2�?½¶�J�Sc @S$A
A�C½��J�%c¬��$A
 4 �B
��
�%cf"�$ (25)ëW���M&�� � ��¡£$�ÿ��J�Sc &S$C-l�w"�DC�Ì�Ìã��S�Y �ÚM$ (26)z �J�%c¬��$5���W�H���%¢£�Y �6Y$ j N � �M&�� � ��¡��? � �$ j T � j N $ (27)¦ �W��$5�(9<�,=:�
�:$}���J�%c (28)

Lesparamètresmécaniquesdela zonecohésive(27-28)conduisentàuneévolution
de la fissurationindépendantede la vitessedesollicitation(

¦ ��� , ���W� ). L’énergie
dedécohésionestfixéeà �H���%¢£�Y �6 . Lesraideursnormaleet tangentielleassurentque
le comportementdu systèmesolide/zonecohésive/solideavant décohésionest très
voisin du comportementélastiquedu solideseul.Avantamorçagedela fissuration,la
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présencedela zonecohésiveneremetdoncpasenquestionle comportementélastique
dela plaque.Enfin,lescomportementsdela zonecohésiveenmodeI etenmodeII-III
sontconsirérésidentiques.

Les rapportsgéométriques(25) conduisent,pour unepré-fissurecirculairedans
un matériauisotrope,au meilleur compromisentreunechargede flambementfaible
et uneénergie de fissurationélevée([EVA 84]). Cesvaleursreprésententle cascri-
tiqueentrelesdeuxcasextrêmessuivants: pourunepré-fissureprochede la surface
( 
 4 �E
GF � ) et peuétendue( ���?½?F!� ), le flambementapparaîtprématurémentpuis
sedéveloppeprogressivementselonunmodelocalgénérantuneénergiedefissuration
faible,à l’in verse,pourunepré-fissureprofondeet étendue,un modedeflambement
local apparaîtpour desvaleursde chargesde flambementélevéespuis sedéveloppe
rapidementselonun modeglobal.
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PSfragreplacements

(a)Flambementlocal enmode1
sansdécohésion( H 2)ú � ú max

! ªJI KMLpª (b) Flambementlocal enmode2
aveccontactunilatéral
etdécohésion( H 5)ú � ú max

! ªNI O Ú K
Zoomsurla zonedecontact

Figure2. Propagationdela décohésion

Le pasdetempsestchoisidemanièreàsimuleruneévolutionquasi-statiquedela
structureen l’absencedepropagationdefissures( PäÃ �Q>£cF�M���SR�¥ ). Leseffetsdyna-
miquesnejouentainsiun rôle qu’enprésenced’unerupturebrutale.

Danslecasprésentéici d’unepré-fissurecarrée,la FIG. 2(a)illustrequ’unmodede
flambementlocal croît progressivementjusqu’à IB�YI � ÷ E � �%c TEU�� . Au-delà,ceflam-
bementdevient le moteurde la fissuration: l’énergie élastiquestockéedansle mode
deflambementestdissipéeparfissurationlorsquele seuilénergétiquededécohésion
estatteint.La FIG. 2(b) indiquequ’un modeglobalde flambementapparaîtensuite,
faisantintervenirdu contactunilatéralet du frottement.Cettesituationestuneconsé-
quencedela propagationdela fissurequi conduitàunediminutiondela chargelimite
deflambementglobaldela plaque.L’endommagementsurfaciqueprogressealorsra-
pidementenmodemixte.L’évolutiondela variabled’endommagement� aucoursde
la fissurationestdonnéesurlesFIG. 3 et4.
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Figure3. Evolutiondela variabled’endommagement� au coursdela fissurationde
la plaque
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Figure4. Evolutiondela variabled’endommagement� à l’angle dela pré-fissure

7. Conclusion

Une formulation dynamiquetridimensionnelledu modèlede zonecohésive de
Raous-Cangémi-Cocu[RAO 99] a étéproposée.Ce modèle,couplantendommage-
ment,frottementdeCoulombet contactunilatéralpermetdesimulerl’amorçageet la
propagationde la fissurationdessolideset de la décohésiondesinterfaces.Il permet
notammentde modéliserles décohésionsde l’interfacefibre/matrice[RAO 99], les
interactionsfissurematricielle/interfacedanslescomposites[MON 00], ouencoreles
mortiersdeliaisonentreblocsdemaçonnerie[ACA 00].

Lorsquela fissurationou la décohésioninterfacialeeststationnaire,on retrouve le
modèleclassiquedela mécaniquedela ruptureavecunepriseencomptesupplémen-
taired’éventuellesconditionsdenonpénétrationet defrottementsur les lèvresde la
fissure.Il a cependantétémontréquece type de comportementsurfaciqueadoucis-
santpeutconduireà dessolutionsà saut.La formulationdynamiquequenousavons
proposéepermetenparticulierderégularisercessolutions.

La miseenœuvrenumériquedumodèleaétéréaliséedansle cadredela méthode
“Non-SmoothContactDynamics” dédiéeau traitementdesévolutions dynamiques
enprésencedecontraintesunilatérales.Le cadremathématiquesurlequelelle repose
autorisenotammentuntraitementconvenabledesévolutionséventuellementdisconti-
nuesdesvitessessurla zonedecontact(problèmed’impact).La pertinencedumodèle
et del’outil numériquecorrespondanta étésoulignéesurun exempletridimensionnel
defissurationparflambementd’uneplaquecarréepré-fissurée.Pourle casd’unepré-
fissurecarrée,on retrouve qualitativementdesrésultatsprécédemmentobtenusdans
la littératurepourunepré-fissurecirculaire.



Fissuration dynamique 3D 503

8. Bibliographie

[ACA 00] ACARY V., g g Contribution à la modélisationmécaniqueet numériquedesédifices
maçonnésh h , PhDthesis,Universitéd’Aix-Marseille II, 2000.

[ALA 88] ALART P., CURNIER A., g g A generalizednewtonmethodfor contactproblemswith
friction h h , JournaldeMécaniqueThéoriqueetAppliquée, vol. 7, 1988,p. 67-82.

[ALL 95] ALL IX O., LADEVÈZE P., CORIGLIANO A., g g Damageanalysisof interlaminar
fracturespecimensh h , CompositeStructures, vol. 31,1995,p. 61-74.

[CAN 96] CANGÉMI L., COCU M., RAOUS M., g g Adhesionand friction model for the
fibre/matrix interfaceof a composite h h , Third biennalJoint Comferenceon engineering
systemdesignandanalysis, Montpellier, July1-4 1996,ASME, p. 157-163.

[CHA 00] CHABOCHE J.-L ., FEYEL F., MONERIE Y., g g Interfacedebondingmodel: a vis-
cousregularizationwith a limited rate dependency h h , Int. J. SolidsStructures, vol. à
paraître,2000.

[COC91] COCHELIN B., POTIER-FERRY M., g g A numericalmodelfor buckling andgrowth
of delaminationsin compositelaminates h h , ComputerMeth. Appl. Mech. and Engrg.,
vol. 89,1991,p. 361-380.

[COC96] COCU M., PRATT E., RAOUS M., g g Formulationandapproximationof quasistatic
frictional contact h h , Int. J. Eng. Sci., vol. 34,ni 7, 1996,p. 783-798.

[COS97] COSTANZO F., WALTON J., g g A studyof dynamiccrackgrowth in elasticmaterials
usinga cohesive zonemodel h h , Int. J. EngngSci., vol. 35,ni 12-13,1997,p. 1085-1114.

[EVA 84] EVANS A., HUTCHINSON J., g g On themechanicsof delaminationansspallingin
compressedfilms h h , Int. J. SolidsStructures, vol. 20,ni 5, 1984,p. 455-466.

[FRé82] FRÉMOND M., g g Equilibredesstructuresqui adhèrentà leursupport h h , C. R.Acad.
Sci.Paris, vol. 295,ni SérieII, 1982,p. 913-916.

[JEA 99] JEAN M., g g TheNon SmoothContactDynamicsmethod h h , MARTINS J., KLAR-
BRING A., Eds.,ComputerMeth.Appl.Mech. andEngrg., SpecialIssuesonComputational
Modelingon ContactandFriction, vol. 177,1999,p. 235-257.

[MON 00] MONERIE Y., g g Fissuration des matériaux composites: rôle de l’interface
fibre/matrice h h , PhDthesis,Universitéd’Aix-Marseille II, 2000.

[MOR 74] MOREAU J.-J., g g On unilateralconstraints,friction andplasticity h h , CAPRIZ G.,
STAMPACCHIA G., Eds.,New variational techniquesin mathematicalphysics, CIME II
ciclo 1973,EdizioniCremonese,1974,p. 175-322.

[MOR 88] MOREAU J.-J., g g Unilateralcontactanddry friction in finite freedomdynamics h h ,
MOREAU J.-J., PANAGIOTOPOULOS P., Eds., Nonsmoothmechanics and applications,
p. 1-82,CISM 302,SpingerVerlag,1988.

[NEE 99] NEEDLEMAN A., ROSAKIS A., g g Theeffect of bondstrenghtandloadingrateon
the conditionsgoverningthe attainmentof intersoniccrackgrowth alonginterfaces h h , J.
Mech. Phys.Solids, vol. 47,1999,p. 2411-2450.

[RAO 97] RAOUS M., CANGÉMI L., COCU M., g g Un modèlecouplantadhérenceet frotte-
mentpour le contactunilatéralentredeuxsolidesdéformables h h , C. R. Acad.Sci.Paris,
vol. 329,ni SérieII b, 1997,p. 503-509.

[RAO 99] RAOUS M., CANGÉMI L., COCU M., g g Consistentmodelcouplingadhesion,fric-
tion andunilateralcontact h h , ComputerMeth.Appl. Mech. andEngrg., vol. 177,ni 3-4,
1999,p. 383-399.

[XU 94] XU X.-P., NEEDLEMAN A., g g Numericalsimulationsof fastcrackgrowth in brittle
solids h h , J. Mech. Phys.Solids, vol. 42,ni 9, 1994,p. 1397-1434.


