
Méthodes numériques pour
la simulation des systèmes
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multi–corps en présence de contact, de frottement et

d’impacts.

Vincent Acary

vincent.acary@inrialpes.fr

JNRR ’09. 04-06 Novembre,2009



Méthodes numériques pour
la simulation des systèmes
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Systèmes mécaniques multi–corps avec du contact, du
frottement et des impacts
Empilement de billes avec interaction
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Formulation de la Dynamique régulière.

Formulation générique des équations du mouvement

8
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>

>

<

>

>

>

:

q̇ = T (t, q)v , (1a)

M(q)v̇ = F (t, q, v , u), (1b)

u̇ = d(t, q, v , u), (1c)

q(t) ∈ IRnq , jeu de coordonnées

v(t) ∈ IRnv , nv 6 nq , vitesse

T ∈ IRnq×nv opérateur de paramétrage (des rotations)

M ∈ IRnv×nv matrice d’inertie symétrique et positive (semi-)définie

F ∈ IRnv efforts appliqués au système et des effets gyroscopiques

u ∈ IRnu vecteur de commandes donné par une dynamique d

➜ Équations Différentielles Ordinaires (EDO)
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Intégration numérique en
temps de la dynamique
régulière

La dynamique non–régulière
du contact frottant avec
impacts
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Formulation de la Dynamique régulière.

Liaisons holonomes

g(t, q) = 0, (2)

où g ∈ IRng suffisamment régulière et dont la matrice Jacobienne,

G(t, q) = Jg (t, q) = ∇⊤
q g(t, q) ∈ IRng×nq , (3)

est supposée de rang plein (on a au moins ng 6 nq).

Multiplicateurs de Lagrange

8
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>

>

>

:

q̇ = T (t, q)v , (4a)

M(q)v̇ = F (t, q, v , u) − T⊤(t, q)G⊤(t, q)λ, (4b)

u̇ = d(t, q, v , u, λ), (4c)

g(t, q) = 0. (4d)

λ ∈ IRng Multiplicateur de Lagrange

➜ Équation Différentielle Algébrique (EDA)
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Formulation de la Dynamique régulière.

Reformulation des liaisons en vitesse

ġ(t, q) = G(t, q)T (t, q)v + gt(t, q) = 0, (5)

Reformulation des liaisons en accélération

g̈(t, q) = G(t, q)T (t, q)v̇

+

»

d

dt
(G(t, q)T (t, q)) +

∂

∂t
(G(t, q))T (t, q)

–

v + gtt(t, q) = 0

(6)
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Algébriques (EDA) et leur
index
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Références

Formulation de la dynamique régulière.
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Les EDA et leur index

Formulation générale

8

>

>

<

>

>

:

a) q̇ = T (t, q)v ,

b) M(q)v̇ = F (t, q, v) − T⊤(t, q)G⊤(t, q)λ,

d) g(t, q) = 0.

(7)

Propriétés

Ouvrages classiques [Brenan et al., 1989 ; Ascher & Petzold, 1998 ;
Griepentrog & März, 1986 ; Hairer & Wanner, 1996].

Notion d’index différentiel :
Nombre de fois ou l’on doit dériver la contrainte pour obtenir une
système d’EDO pour les variables q, v et le multiplicateur λ.

index 0 ↔ EDO

Plus l’index est élevé (> 2), plus la simulation numérique est difficile :

Consistance des conditions initiales
ordre et précision des intégrateur
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Les EDA et leur index

Index par défaut des systèmes mécaniques
Dans le système (7), il convient de dériver trois fois la contrainte si la
matrice

»

M(q) T⊤(t, q)G⊤(t, q)
G(t, q)T (t, q) 0

–

, (8)

est inversible pour presque tout t et q au voisinage de la solution.

Réduction d’index

Formulation en vitesse : index 2
8

>

>

<

>

>

:

a) q̇ = T (t, q)v ,

b) M(q)v̇ = F (t, q, v) − T⊤(t, q)G⊤(t, q)λ,

d) ġ(t, q) = 0.

(9)

Formulation en accélération : index 1
8

>

>

<

>

>

:

a) q̇ = T (t, q)v ,

b) M(q)v̇ = F (t, q, v) − T⊤(t, q)G⊤(t, q)λ,

d) g̈(t, q) = 0.

(10)
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Intégration numérique en temps de la dynamique régulière

Principes généraux de l’intégration des EDA

Extensions non triviales des méthodes standards d’intégration des
équations différentielles ordinaires raides Brenan et al. [1989] ; Hairer

et al. [1987] ; Hairer & Wanner [1996] et Arnold [2008] pour une
synthèse.

Méthodes à un pas. Méthodes implicites de Runge–Kutta (IRK) et
méthodes d’extrapolation

Méthodes multi–pas et BDF(Backward differentiation formulas)

Stabilisation et élimination de la violation des contraintes

Améliorations pour la mécanique des systèmes multi–corps flexibles
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Intégration numérique en temps de la dynamique régulière

Méthodes à un pas. Résumé des propriétés

Index 1 (contraintes en accélération).
Conservation de l’ordre (IRK) pour les variables différentielles
réduction de l’ordre pour les multiplicateurs [Hairer et al., 1987].

Index 2 (contraintes en vitesse).
Réduction de l’ordre pour les variables différentielles et les multiplicateurs
pour les méthodes génériques IRK [Hairer et al., 1987 ; Brenan &
Petzold, 1989 ; Hairer & Wanner, 1996 ; Hairer & Jay, 1993 ; Jay,
1993].
Conservation de l’ordre pour les variables différentielles pour les méthodes
IRK dites ”stiffly accurate”.
Pour les méthodes génériques, introduction des méthodes de RK projetées
[Ascher & Petzold, 1991] et partitionnées [Murua, 1997] et spécialisées
[Jay, 2006].

Index 3 (contraintes en position).
Réduction de l’ordre en général Hairer et al. [1987] due principalement à
la propagation des erreurs sur les multiplicateurs.

Codes

1 Radau5 [Hairer & Wanner, 1996] et le code Hem5 [Brasey, 1994]
pour une version adaptée aux systèmes mécaniques.

2 le code Mexx [Lubich, 1991 ; Lubich et al., 1992] : extension des
méthodes d’extrapolation dans le contexte de EDA
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multi–corps en présence de
contact, de frottement et

d’impacts.

Vincent Acary

vincent.acary@inrialpes.fr

Formulation de la dynamique
régulière.
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Intégration numérique en temps de la dynamique régulière

Méthodes multi–pas et BDF. Résumé des propriétés

Index 1 (contraintes en accélération). Introduites par Gear [Gear,
1971]. Convergence à l’ordre élevé.

Index 2 (contraintes en vitesse). Convergence jusqu’à l’ordre 6
[Griepentrog & März, 1986 ; Lötstedt & Petzold, 1986] et [Petzold &
Lötstedt, 1986].

Index 3 (contraintes en position). Convergence jusqu’à l’ordre 6 pour
un pas de temps fixe [Brenan & Engquist, 1988 ; Lötstedt & Petzold,
1986].

Remarques

Résultats portent généralement sur les variables différentielles du
système et non sur les multiplicateurs.

“stabilized index-2 or GGL method”[Gear et al., 1985] et des
méthodes équivalentes d’index 1[Gear, 1988].

Codes

1 Dassl et leurs améliorations Dasrt, Daspk, Dasopt [Petzold, 1982].



Méthodes numériques pour
la simulation des systèmes
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Références

Intégration numérique en temps de la dynamique régulière

Résolution directe du cas d’index 3

erreurs dans les multiplicateurs en position, en vitesse et en
accélération se propagent respectivement à l’ordre O(h−1),O(h−2)
et O(h−3) [Arnold, 1995].

Necessité d’une résolution de ces contraintes extremement precise,
sinon propagation des erreurs ➜ chute de l’ordre apparent de la
méthode.

Méthode de changement d’échelle (“rescaling”) [Petzold & Lötstedt,
1986] [Bottasso et al., 2007] pour atténuer le problème.



Méthodes numériques pour
la simulation des systèmes
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Intégration en temps
spécifiques de la dynamique
non–régulière

Un exemple dans Siconos :
poursuite de trajectoires avec
contact et impact
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Intégration numérique en temps de la dynamique régulière

Dérive des contraintes
Formulation d’index réduit : les contraintes en position et voire en vitesses
ne sont pas vérifiées en temps discret par la méthode numérique.

Stabilisation et élimination de la violation des contraintes

Quelques remèdes (voir [Bauchau & Laulusa, 2008] pour une synthèse)
1 Les méthodes de stabilisation issues de la technique originale de

Baumgarte [Baumgarte, 1972]
2 Les méthodes de pénalisation sont basées sur la régularisation de la

contrainte g(t, q) en ajoutant dans le lagrangien un terme de la forme

1/2p2g⊤(t, q)g(t, q).
3 Les méthodes d’élimination par projections sont basées sur une projection

à chaque pas de temps du résultat de l’intégration numérique sur la
variété invariante définie par les contraintes en position et en vitesse.
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multi–corps en présence de
contact, de frottement et

d’impacts.

Vincent Acary

vincent.acary@inrialpes.fr

Formulation de la dynamique
régulière.
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Intégration numérique en temps de la dynamique régulière

Les améliorations pour la mécanique des systèmes multi–corps
flexibles

Les méthodes à un pas (IRK) et les méthodes multi–pas d’ordre élevé
sont très coûteuses pour les grands systèmes (> 1000 d.d.l.)

Dynamique des structures flexibles : Méthode de Newmark [Newmark,
1959], méthode HHT [Hilber et al., 1977 ; Hughes & Hulbert, 1988] et
α−schémas généralisés [Chung & Hulbert, 1993] sont incontournables
(robustesse et amortissement ajustable).

Extension par Géradin & Cardona [2001] ; Brüls et al. [2008]
convergence par [Lunk & Simeon, 2006 ; Jay & Negrut, 2007] (index 2)
et par Arnold & Brüls [2007] ; Brüls & Arnold [2008] ; Brüls &
Golinval [2008] (index 3). Comparaison BDF et les méthodes de
Newmark et HHT. Negrut et al. [2009].
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Intégration numérique en temps de la dynamique régulière

La dynamique non–régulière du contact frottant avec impacts
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Un exemple dans Siconos : poursuite de trajectoires avec contact et impact
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La dynamique non–régulière du contact frottant avec
impacts

Formulation lagrangienne régulière des contraintes unilatérales

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

q̇ = v , (11a)

M(q)v̇ + F (t, q, v , u) = G⊤(t, q)λ, (11b)

u̇ = d(t, q, v , u, λ), (11c)

gk (t, q) = 0, k ∈ E (11d)

gk (t, q) > 0, λk > 0, λkgk(t, q) = 0 k ∈ I. (11e)

E ⊂ IN et I ⊂ IN représentent respectivement les ensembles d’indices
des contraintes bilatérales et unilatérales.
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Condition de complémentarité. Condition de Signorini

gk (t, q) > 0, λk > 0, λkgk (t, q) = 0
m

0 6 gk (t, q) ⊥ λk > 0
m

−λk ∈ NIR+(gk (t, q)).

(12)

NK cône normal à un ensemble K (pour le cas convexe voir [Moreau,
1967 ; Rockafellar, 1970]).
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Équations de Lagrange ➜ Inclusion Différentielle (ID)

− [M(q)v̇ + F (t, q, v , u)] ∈ NΦ(t)(q). (13)

Ensemble admissible

Φ(t) = {q | gk (t, q) = 0, k ∈ E, gk (t, q) > 0, k ∈ I}, (14)

Forces généralisées

− G⊤(t, q)λ ∈ NΦ(t)(q) (15)
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multi–corps en présence de
contact, de frottement et

d’impacts.

Vincent Acary

vincent.acary@inrialpes.fr

Formulation de la dynamique
régulière.
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impacts

Dynamique généralement non régulière Présence d’impacts, sauts dans les
vitesses ➜ Nouveau cadre mathématique

Cadre non régulier [Moreau, 1988a]

les vitesses ➜ fonctions à variations bornées en temps

l’accélération ➜ mesure différentielle, notée dv associée à la vitesse v

les multiplicateurs ➜ mesure d’impulsion di

Contrainte unilatérale sous forme d’inclusion conduit à

− G⊤(q) di ∈ NΦ(q). (16)

Introduction d’une loi d’impact (Newton)

v+(t) = −ev−(t), pour tout t tel que g(q) = 0. (17)

où e est le coefficient de restitution.



Méthodes numériques pour
la simulation des systèmes
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impacts

Processus de rafle de Moreau

−
ˆ

M(q)dv + F (t, q, v+)dt
˜

∈ NTΦ(q)(v
+ + ev−). (18)

Inclusion Différentielles à Mesures (IDM)

En complémentarité . . .

8

>

>

>

<

>

>

>

:

−
ˆ

M(q)dv + F (t, q, v+)dt
˜

= −G⊤(q) di , (19a)

U = G(q)v , (19b)

si g(q) 6 0, alors 0 6 U+ + eU− ⊥ di > 0. (19c)
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La dynamique non–régulière du contact frottant avec
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Décomposition des mesures différentielles

dv = γdt + (v+ − v−)dν,

dr = λdt + pdν,
(20)

Omission des mesures continues singulières

γ(t) = v̇(t) dt p.p. accélération classique

λ(t) multiplicateur classique

dν =
P

i δti est une somme de mesures de Dirac supportées aux
instants ti .

pdν =
P

i pi δti .
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La dynamique non–régulière du contact frottant avec
impacts

Décomposition de la dynamique

les équations d’impact aux instants ti ,

8

>

>

<

>

>

:

M(q(ti ))(v
+(ti ) − v−(ti )) = G⊤(q(ti ))pi ,

U+(ti ) = G(q(ti ))v
+(ti ), U−(ti ) = G(q(ti ))v

−(ti ),

0 6 U+(ti ) + eU−(ti ) ⊥ pi > 0,

(21)

et les équations du mouvement régulier entre les impacts pour
t ∈]ti , ti+1[

8

>

>

>

<

>

>

>

:

M(q)γ + F (t, q, v) = G⊤(q) λ,

U = G(q)v ,

si g(q) 6 0, alors 0 6 U ⊥ λ > 0.

(22)
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Lois de forces plus complexes

Introduction d’un repère local au contact : C noté (C , n, t1, t2)

effort de contact : R = RNn + RT avec RT = RT1 t1 + RT2 t2

vitesse locale : U = UNn + UT

Relations cinématiques et sthéniques

U = G(t, q)q̇ + j(t), r = G⊤(t, q)R (23)

Frottement de Coulomb
C = {R, | ‖RT‖ 6 µRN} cône de frottement où µ est le coefficient de
frottement.

si gN 6 0,

(

Si UT = 0 alors R ∈ C

Si UT 6= 0 alors R ∈ ∂C et ∃a > 0 tel que RT = −aUT

(24)
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En complémentarité sur un cône. [Acary & Brogliato, 2008 ; Acary

& Cadoux, 2009 ; Cadoux, 2009]. . .

−Û
∆
= −

»

UN + µ‖UT‖
UT

–

∈ NC (R)

m

C∗ ∋ Û ⊥ R ∈ C

m
−R ∈ NC∗ (Û)

(25)

où C∗ est le cône dual de C (voir [Rockafellar, 1970]).



Méthodes numériques pour
la simulation des systèmes
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Inclusion différentielle à mesure avec frottement

8

>

>

<

>

>

:

M(q)dv + F (t, q, v+)dt = T⊤(t, q)G⊤(t, q)dI

U+ = G(t, q)T (t, q)v+ + j(t), U− = G(t, q)T (t, q)v− + j(t)

Si g(q) 6 0 alors − dI ∈ NC∗ (Û+ + eU−

N n) sinon dI = 0
(26)



Méthodes numériques pour
la simulation des systèmes
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Intégration en temps
spécifiques de la dynamique
non–régulière

Un exemple dans Siconos :
poursuite de trajectoires avec
contact et impact
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La dynamique non–régulière du contact frottant avec impacts
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Algébriques (EDA) et leur
index
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Intégration en temps de la dynamique non–régulière

Deux grandes classes d’intégrateurs

1 les schémas à détection d’évènements (event–driven schemes)
Principe : On intègre la dynamique régulière (22) avec un
intégrateurs standards pour DAE entre deux évènements et l’on
résout les équations d’impact à l’instant de l’évènement.

2 les schémas à capture d’évènements (time–stepping schemes).
Principe : Intégration directe de l’inclusion différentielle à mesures
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Schémas à détection d’évènements (event–driven schemes)

⊕ Ordre de précision élevé sur les phases régulières

⊖ Pas de preuve de convergence

⊖ Extrême sensibilité aux seuils numériques de détection d’évènements
et de statuts des contacts

⊖ Réduction d’index coûteuse et difficile en particulier pour le contact
avec frottement 3D.

⊖ Problème aux accumulations d’événements en temps fini

Adapté pour :

nombre d’évènements faible et évènements bien séparés

Références : [Pfeiffer & Glocker, 1996 ; Abadie, 2000], [Acary & Brogliato,
2008, Chapitre 8].
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Intégration en temps spécifiques de la dynamique
non–régulière

Schémas à capture d’évènements (time–stepping schemes).

⊕ Preuve de convergence [Monteiro Marques, 1993 ; Paoli & Schatzman,
2002a,b ; Paoli, 2005].

⊕ Robustesse et stabilité sur des problèmes de grandes tailles

⊕ Intégration des problèmes avec accumulations d’événements en temps
fini

⊖ Ordre de précision faible (6 1)

Adapté pour :

Nombre d’évènements élevé voire infini

Applications complexes comme les matériaux granulaires, les châınes
cinématiques avec jeu dans les liaisons, etc..

Références : [Moreau, 1988b, 1994, 1999 ; Jean, 1999 ; Paoli & Schatzman,
2002a,b], [Acary & Brogliato, 2008, Chapitre 10].
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Intégration en temps spécifiques de la dynamique
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Le schéma à capture d’événements de Moreau

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

M(qk+θ)(vk+1 − vk) − hF̃k+θ = G⊤(qk+θ)Pk+1, (27a)

qk+1 = qk + hvk+θ, (27b)

Uk+1 = G(qk+θ) vk+1 (27c)

−Pk+1 ∈ NT
IR

m
+

(g̃N,k+γ )(Uk+1 + eUk ), (27d)

g̃N,k+γ = g(qk ) + hγUk , γ ∈ [0, 1]. (27e)

θ ∈ [0, 1], γ > 0 xk+θ = (1 − θ)xk+1 + θxk .

g̃N,k+γ est une prédiction des contraintes actives.

F̃k+θ discrétisation consistante des efforts appliqués au système
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Intégration en temps de la dynamique non–régulière

Pourquoi cela marche ?

Traitement entièrement implicite des contraintes au niveau des
vitesses

Ecriture du schéma en vitesse/impulsion.

Approximation non pas de λ mais de l’impulsion

Pk+1 ≈

Z

]tk ,tk+1 ]
dI . (28)

➜ Consistance lors des impacts

Applications
Efficacité sur de nombreuses applications de grandes tailles (103– 106

d.d.l.) (voir par exemple Moreau [1994] ; Radjai & Wolf [1998] ; Bratberg

et al. [2002] ; Radjai & Roux [2002] ; Zervos et al. [2000] ; Renouf et al.
[2004] ; Renouf & Alart [2004] ; Saussine et al. [2006] ; Acary & Jean

[1998, 2000] ; Jean et al. [2001] ; Acary & Monerie [2006])
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Intégration en temps de la dynamique non–régulière

Résolution du problème discret

Méthodes de Newton généraliséesAlart & Curnier [1991] ; Christensen

& Pang [1998]

Méthodes de projection/splitting pour les inéquations variationnelles
Facchinei & Pang [2003] ; De Saxcé & Feng [1991, 1998] ; Jourdan

et al. [1998]

Méthodes de point fixe sur le seuil de frottementJean & Touzot

[1988] ; Haslinger [1984] ; Haslinger et al. [1996]

Méthodes sur la minimisation d’une fonctionnelle Cadoux [2009]

Une revue des méthodes de résolution de ce problème peut être trouvée
dans Acary & Brogliato [2008] ; Wriggers [2006] ; T.A. [2003] et Studer

[2009].
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Les Équations Différentielles
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Un exemple de mise en œuvre et d’application dans Siconos

La plateforme Siconos
Une liste non exhaustive des fonctionnalités peut être dressée :

Siconos/Numerics C, F77
Solveurs de complémentarité linéaire et non linéaire
Solveurs de problème de frottement 3D avec impact par différentes
techniques
Méthodes de Newton généralisées

Siconos/Kernel C++
Modélisation des systèmes mécaniques lagrangiens et de Newton-Euler
Modélisation des systèmes du premier ordre non réguliers (Système de
Filippov, de complémentarité linéaire et non linéaire)
Simulation par schémas à capture d’évènements et détection
d’évènements.
Gestion des entrées/Sorties pour la commande (Actionneurs et Capteurs)

Siconos/FrontEnd
Interface Python auto–générée
Interface partielle pour Matlab et Scilab

Siconos/Examples
Exemples de Mécanique
Exemples de Robotique (robot bipède, bras manipulateurs, Yo-Yo)
Exemples d’Automatique (commande par modes glissants, Observateur)

Exemples d’Électronique (convertisseurs de puissance)

Siconos/Control et Siconos/Multibody
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multi–corps en présence de
contact, de frottement et

d’impacts.

Vincent Acary

vincent.acary@inrialpes.fr

Formulation de la dynamique
régulière.
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Un exemple de mise en œuvre et d’application dans Siconos

La plateforme Siconos

Logiciel open–source distribué sous licence GPL.

informations et téléchargement http://siconos.gforge.inria.fr .

Pour une présentation plus détaillée de la plate–forme, on renvoie à
[Acary & Pérignon, 2007] et [Acary & Brogliato, 2008].

http://siconos.gforge.inria.fr
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Un exemple de mise en œuvre et d’application dans Siconos

Poursuite de trajectoires avec contact et impact
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(a) Manipulateur planaire à deux degrés de
libertés

y = q1
γ1 = 4
γ1 = 8
γ1 = 32

x = q2

(b) Simulation de la poursuite de la trajectoire en
fonction d’un gain de la commande γ1.

Référence pour la commande :
[Bourgeot & Brogliato, 2005 ; Morarescu & Brogliato, in pressb,i].
Référence pour la mise en œuvre numérique [Acary et al., 2008]
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multi–corps en présence de
contact, de frottement et

d’impacts.

Vincent Acary

vincent.acary@inrialpes.fr

Formulation de la dynamique
régulière.
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Références

Un exemple de mise en œuvre et d’application dans Siconos

Poursuite de trajectoires avec contact et impact

H
H

H
H

eN

h
10−3s 10−4s 10−5s 10−6s

0.2 ni = 3 ni = 5 ni = 6 ni = 8
0.5 ni = 6 ni = 9 ni = 12 ni = 16
0.7 ni = 9 ni = 16 ni = 23 ni = 29
0.9 ni = 23 ni = 40 ni = 64 ni = 81
0.95 ni = 32 ni = 67 ni = 108 ni = 161

Tab.: Nombre d’impact simulé en fonction du pas de temps et du coefficient de
restitution
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Ecole de printemps
Mécanique non réguliére. Modélisation et simulation
Aussois, 14–18 Juin 2010.
http://www.inrialpes.fr/bipop/NonSmoothMechanicsSeminars

/BipopSpringSchool2010/index.html

Merci de votre attention.

http://www.inrialpes.fr/bipop/NonSmoothMechanicsSeminars
 /BipopSpringSchool2010/index.html
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multi–corps en présence de
contact, de frottement et

d’impacts.

Vincent Acary

vincent.acary@inrialpes.fr

Formulation de la dynamique
régulière.
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Intégration numérique en
temps de la dynamique
régulière

La dynamique non–régulière
du contact frottant avec
impacts
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Intégration en temps
spécifiques de la dynamique
non–régulière

Un exemple dans Siconos :
poursuite de trajectoires avec
contact et impact
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Intégration en temps
spécifiques de la dynamique
non–régulière

Un exemple dans Siconos :
poursuite de trajectoires avec
contact et impact
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Théor. Appl., 7(1), pp. 145–160, 1988.

F. Jourdan, P. Alart & M. Jean. A Gauss-Seidel like algorithm to solve
frictional contact problems. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, 155, pp. 31–47, 1998.
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Intégration en temps
spécifiques de la dynamique
non–régulière

Un exemple dans Siconos :
poursuite de trajectoires avec
contact et impact
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multi–corps en présence de
contact, de frottement et

d’impacts.

Vincent Acary

vincent.acary@inrialpes.fr

Formulation de la dynamique
régulière.

Les Équations Différentielles
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